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Sistemas de un solo grado de libertad * 


ÍNTRODUCC - » ■elasticidad están capacitados para lene; movimiento 

. Jf sistemas« repite despees de un tktcnnLnd» intervalo de W 

'l movk-L'ti. se conoce carne vibración. U vibración es, en lene ral, una forma d'«ftf* diíl ,^ a 
usos inconveniente Esto es purticularmeme cierto en maquinaria: debido a las vibra- 
ÍioMsTe producen ruidos, se arruinan, las diferentes partes y se trasmiten fuerzas y movimientos 
indeseables a los obj^Los muy ceñíanos, 

ECUACION DE MOVIMIENTO 

Para cltmioar los efectos perjudiciales de k mayor parte de las vibraciones, uno de los medws 
J "“ ‘ a™ ün completo estudio de la ecuación de movimiento del sistema en cuestión, Este sis- 
Tm? t nrimío ¡¿.2 y simplificado en «mino» de meso, resorte y *» *J£ 

«r» L: ^“Suííui. 1 TZ i, rr«¿i 3 o m**mm «¡* 

la frecuencia natural, se obtiene de la ecuación de 

movimiento. 


frecuencia y periodo 

Uitisk de vibraciones rectilíneo y torsionaL t\ jer(uh es «IjWWPf 
rrprtn-. lú frecuencia es el número de es cío s por unidad de tiempo. De 
ibradón rectilíneo y torsional, la disensión y el i±nálisL* cc u. 


■Hn los tipos de anilíi 


¿*| Kr -IJ- nivl vt míenlo _ pc?H()diiiiL 
bido a fas similitudes enírc ios tipos de '-i: 
tico se aplican por igual al otro. 

mmm ■. u « ia m mm ^ -»n ^ ¿a- 

q Llene vibración libre con fricción. 

VIBRACION LIBRE . 

Vibración libre es d movimiento periódico ^ f friccii. 

fgsssj - -** ** 

«la vi^rdddJi //¿n? Uainada a vaces trmsiiona 


¡Ce 


= e ^[Aompi^ 4- B sen u^í) 


don di: s c 

t 


*>4 

A, B 


amplitud de la vibración libre, 
factor de amortiguamiento, 
frecuencia riaiural circular, 
frecuencia natural umertiguada circular, 
constan les a "horaria i. 


•ytoe el problema 2$) 
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fCAH jl 


VIBRACION FORZADA 

Cu£tndü están actuar do fuerzas externas, generalmente 


de 


j-, , . . - — 33 forma F(f) — F Q >cn Q 

F&co&a sobre el sisiema durante su movimiento vibratorio, la vibración se denomina vibración 
forzuda. En una vibración (orzada et sistema tender* a vibrar en su propia frecuencia natura], 
como cambien a seguir la frecuencia de la fuerza de excitación. En presencia de fe fricción, aquella 
parte dd movimiento que no se mam,cae por Ja fuerza de excitación sinusoidal desaparecerá gradual- 
Tnerue, Como resultíLdo, el sistema vibrará en ly frecuencia de ¡a fuer™ de excitación, sin importar [yg 
condiciones aciales ni la frecuencia natural dd sistema. Le par le _dc_vj: braciúr que se mantiene M 
llama ytbwifaddeutáejMacioncno expuesta de! sistema. A menudo se requiere la respuesta del 
e?tado estacionario en c| análisis de vibraciones debido y sus erectos continuos, 


Xv - 


Vil - mJ ) 2 -i- (c .*) 2 


icn (üí cf), ó — tan 1 


Cirj 


k - mJ 


donde t ¡, 

Fv 

k 

m 

c 


= amplitud de i a vibración dd catado estacionario, 
= magnitud de la fuera* de excitación, 

= constante de elasticidad, 

*= masa del sis Lema, 

" codicíenle de amortiguamiento. 

frecuencia de la fuer™ de excitación, 

= ángulo de fase. 


[Véase d problema 2 U> 

AMORTIGUAMIENTO 

En |p realidad, Ea mayor parte de los sistemas de ingeniería encuentran, durante su movimiento 
vibratorio, fricción ti resistencia en forma de a mortigua miento, La fricción seca de Coulomb, el amor¬ 
tiguamiento magnético, el amortiguamiento interno, la fricción de bs Huidos, d amortigua miento del 
aire, etc,, siempre retardarán el movimiento y causan lu desaparición eventual de la oscilación. Si «i 1 
amortiguamiento es tuerte, djno vi miento osdlutorio no ocurrirá; se dice entonces que el sistema es 
sobréanwríisuúdo. Si e l ain arliguamieniq es poco, k oscitación es posible: se dice entonces que el mo¬ 
vimiento es subáhwrt[guato, Vj\ sistema críth-urtwnic amonígmiío es aquel en el cual |a cumiad 
de amortigua míen lo es tal que el movimiento residíame esLá sobre la Fínea de límite de los dos caso- 
tí menormente mencionados: e> decir, que al poner en libertad la masa, ésta simplemente retomará 
a su posición de equilibrio estático. En ía mayor parte de los problemas de vibraciones el amortigua- í 
miento producido por el aire es tan pequeño que ge desprecia, salvo para casos csoeciales. 


RESONANCIA 


QÍ 


lz_ resonanci a ocurre cu ando la frééü^kiiá ía excitación es igual a la frecuencia natural del, 
sistema^ Cuando esto ocurre, la amplitud de la vibración aumentará indefinidamente y estará gober- 
ríIú^ úflicupiertic por la car* ti da tí de aitn»-_vgutimicruo presente en el sistema. Por tamo, h frecuencia 
natural del sistema debe conocerse >■ escogen* con cuidado, con «I fin de evitar los efectos desastrosos 
producidos por una amplitud muy grande de vibración en resonancia. 


sistema de un solo grado de libertad 



Muchos Sistemas pueden vibrar en .más de una manera y dirección. Si un sistema está restringido 
de modo que so:ü puede vibrar de una manera, o si stf necesita únicamente una coordenada indepen- 
diéñíe parapetemimar por completo la localización geométrica de las mases de] sistema en el espacio, 
este es un sistema de un solo grado de libertad. Los siguientes sistemas son de un gofo grado de libertad; 

En tí, si slema * masa- resor te mostrado en la figura M, si la masa m está restringida a moverse 
verticiiIntente, se necesita una sola coordenada, jfí?), para definir Ja localizad ófi de la masa en un 
instante cualquiera n partir de la posición de equilibrio estático. Se dice entonces uuc c] Externa posee 
un grado de libertad. 

































rcAP 

jf 

i 

- i> sen a ' 
iiíTiii vibración 
i natural, así 
i( ón, aquella 
¿rerá gradúa]' 
n n portar 
c na aliene 
i respuesta -le! 
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sis'i r M 


ftlVlE^TAD 


c^iisirmente si el péndulo torslona! mostrado en la figura 1-2 está restringida 3 oscilar alrededor 
. , jf longitudinal del árbol. La configuración del sistema puede determinarse por una sola coorde- 
i a ¡,) | .[íj también es un sistema de un solo grado de libertad. 

Él sistema masa-resorte-polea de la figura 1-3 es de un solo grado de 5¡ hartad puesto que tanto 
.,) como fíf) pueden usarse para determinar las posiciones rebutías de las musas, pero jcW J Bíl) 

n 0 \on mutuamente i n dependí entes. 

Viendo la base ¿ oictpo WtóVÍmS=mo va u medir, como se muestra en la \m^ V4. ^ 

. “-L rECOSÍd -, sw3 út ii para medir d movimiemo oscilatorio del cuerpo, tsio es posible encoraran- 

1» base , la masa, En consecuencia, únicamente se necesita una coorde- 

üíidü para determinar la con figurad ón del sistema. 






:_.iv! miento 

t.b> d a mor-! 
if liento del 
i ión. Si d 
:i "sbtetnu gí 
s n! is el mo- 
I cantidad 

:>.i dos casos 
:<? retornará 
¡ lonigüa- 


r :urai dd 
[ara gober- 
■’■ .cuencta 
d usirúsos. 


rcsiriiigido 
a Tíidepen- 
c - L s pació, 
ii bcrtndr 
a moverse 
a en un 
o_j prujce 


MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE 

Si una partícula tiene movimiento rectilíneo, su aceleración es siempre proporcional a a 
, u oun[0 l-^o i a | U trayectoria v esté dirigida hacia este punto (ijo. entonces se dice que la p. . . < 
tiene SX*,£ O sencillamente MAS. El MAS es la forma mis sencilla de ¡M* 

mietiLo periódico El movimiento periódico de vibración, sea simple o complejo, puede considerarse 
formado por un MAS o un número de M AS de diferentes amplitudes y Irtcuenoas por medio de una 
serie de Fourier. En forma de ecuación diferencial, el MAS se representa como: 

a = -Kx o ir 4- Kx = 0 

V 3t = Aseav^í + Scos^St o * = Csai{\Oít + ó) 

ley del movimiento de nfavton 

La ecuación de movimiento es simplemente otra forma de la ley dd movimiento *«***!£ 
SF=. too . fttaal.de 6u#g» en la misma.dirección de: movimicntopUs ceuaaooi.» <k nw.imi ti 
de muchos sistemas se determinan convenientemente por la ley del movimiento e . **<»>•' 
torgo. algunas de días se encuentran más fácilmente por otros métodos, tales como el meLodo de la 

energía. ln. ecuación de Lagrange, etc. 

METODO DE LA ENERGIA , 

Para un sistema conservativo, la energía total del sistema.es invariable con el tiempo. bija «Sftó*. 
total dd eisi emn se «presa como e nergía potencial y cinética, entonces lo sigmomc igualdad es cierta. 

E.P.i ^ 0 


E.C. E E.P, — constante 


dT ÍEC 


donde E,C energía cinética, E,P = energía potencial. 

u ecuación resellante es la ecuación de movimiento de! sistema en consideración, tete es, Cotón 

oes. d mcLodo de l¡± energía. 
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METODO DE RAYÍEIGH 

De nuevo. SL el sistema « con sen-a ti vo, Ja cnerda cirwíira uvii 

wm — y eí 2 SS 

sis Lema ocurre lo contrario. Por tanto. £Ltt P ülcncjaJ «el 

tE-C-W = CE.P.) m „ = energía kiíai del sistema 
S’«2T " “ »«««■'* : «B sais Si fácilmente ,» freeaen^ 

METODO DE LA EWPED ANCLA MECANICA 

sen La cío n vectorial de las ftincrooes armón™. Sea d vector fuerza F = Pu^to tetíttk 

?sir. sr *** * * -- * ¿¿¡¡r- 

dad es* en ion oes, i — oí- i,,* 

tris lar niejue, d vector aceleración es í — ~-,, 2 x. Por 


Eje imastnarifl 


-- - J - .■! i*,., f 

i cinta, iiis impedancias mecánicas de Jos tres de 
mentes son: 

masa = — 

a mortigua miento - /tu 
elasticidad - /¿ 

comn se muestra En ci diagrama de La figura |-f. 

DESBALAN CEA MIENTO 

, ■ ^ lile.destalonecamlento rotacional en una maquina si 5 [ cenfrc de gravedad de la parte rnta- 

r ™ C '™' Gl; ? cralnlcnte ’» «am»da<* * defbetaneennlento muefonnl se . 
Xa Z ? J2 r masa y * « I» «cenlricklíd. L» fuetea cen- 

P,.i ; “ mo .^“í 0 de «'* desbalanceamienlo me. prodndrá una «citación indeseable, 

P e) desbatancmtounto titieriwUvo se aplicará c\ mismo rabona miento. 



Fij{, 1-a 


wii' + cí t- k$ - m^setiuí 


CD 

■ 

{Víase ci píoblcítiu 33) 

VELOCIDADES CRITICAS DE UN EJE 

UiS ÚQ fcHucíórt dtí wn coinciden con una de las frecuencia naturales del 

sistema de rotores o discos montados sobre c[ eje elástico, tendrán lugar violenta* vibraciones Esto * 
iC conoce corrí unnreme como "^loddadcs crítica" del eje y deben evitarse. 

TRASMÍSIBILIDAD 

Coiid fin de reducir tanto como sea posible la cantidad de fuerza trasmitida a Los cimientos debi¬ 
da a La vibración de la maquinan^ las máquinas están generalmente atadas de los cimientos mon- 

'1 ric aniarCj 8 1J ^ orw ’ Con10 aleado, b fuerza trasmitida a los cimientos es la 

suma de jai fuerzas M resorte y deí amortiguador, es decir. F t = kx A ci + La írarmíf/^/ífoí/ se 
define como la razón de la fuerza irasmiiida £ Ja fuerza impresa. 

Tft = F t /F Q - VI -r (££r) 3 /^/(l - r 2 } 2 4 - { 2 frjf 
donde r = razón de frecuencias, ; = factor de amortiguamiento 

V s 
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mam DE UN SOLO (ÍKADO de 


USERTAD 


r 

Por lu fiiiümd rA/.án, frecu enemente se deseñ aislar un instrumento delicado de ¡os movimientos 
' w^dcs a so alrededor. La eticada del aislador será la razón de la amplitud de vibración del cuerpo 
1 * de la parte soportante. Esta relación es hi misma lograda por d aislador de to«rza«. Un eoiwe- 
Lencifl. d mismo aislador puede usarse como aíslame de fuenta* y como aislante de movimiento. 

INSTRUMENTOS SISMICOS 

F.n «encía los msirumentos sísmicos son sistemas vibratorios que consinñ del soporte o base y 
IA rnm aportada por un resorte, & soporte o base es asegurado ai cuerpo cuyo meviimferiW se va 
medir. El movimiento relativo entre la masa y la base, indicado por un ctlladfo que gira o algún otro 
sirte Fació colocado dentro del instru mentó, indicará el movimiento del cuerpo Para medir el desplaza¬ 
miento de una parte de una máquina se usará un vibróme tro, cuya frecuencia natural es baja com¬ 
parada con la frecuencia de La vibración que se va a medir. Se usa un ¿¡ceíerómeíto para medir aede* 
r a rio nos debido a que su Frecuencia natural es alta* comparada con la de la vibración que se va a medir. 
Los mmóenfar Los instrumentos sísmicos más antiguos, se utilizar para registrar tus vibraciones 
de los terremotos. Los tipos más modernos de instrumentos sísmicos, tales come el lorsiómetro. se 
utilizan pura registrar vibraciones toril LO Mi tes. 


- Eje ría! 


: n'urce rola- 
'opcional se 
ervn cen- 
. .deseable, 


obtenía 3J) 


ai «rales del 
■i™ es. Es te 


v os tíobi- 
n g. mnn- 
untos es la 
¡t iidüd se 


'Mema 

€ ^ 

‘ <5 


te 

£i, 


Josii 


Problemas resueltos 

IJACION L>L MOVIMIENTO Y FRECUENCIA NATURAL 

Determine la ecuación de movimiento y La frecuencia natura! de vibración del sistema masa-rc- 
sorie mostrado en la figura Nó 

A plip.it c*? U ky di! moTimlthto <& Newiínl 2F = rn s: 

Par* osífia-ritícics verticales <as íierias qus a>::jn n «n .¿ 
rúen a del ta cric *{ í*» + 4 V ^ P^' dc á l p&f 1111,10 
U ecuación de nmD'Hrniens.o e*: 


, m ¡r = ri — mj? * 

donde i tí J *Mí x - y S*it <* la defl«ÍÓn estáliea debida al (KW 
de li masa que aiAúa sohrií éí resorte. Lnloriccs, a 1 " ■ fc..., k m y h 
ecuación de mevii»»¡ento se ogíiviertr en 

FTJ x + k* = 0 

que e;i La ecuación diferencial deí MAS Lj solución mó? generjl 
de esta ecuación es: 

X — A ¡.-a\ \ r k!m ! -T B cOS 

s C (VieTíñ i ■*- #1 



Í.e(4«-t jf) 


m 


¡TL£? 


Flí- 1-s 


\fk; m- : 


donde A, fl.cy 41 son cosíanles arbitrarisi que dependen de las cocdici™ inicíate jíW y *fO).En lu 
deber, aparecer ¿ai MJlUUPtes puíito que Mf ira» de unir rtutiftún diftiíttldul út Herido orrJ=¡n. 

Para ur dftfiíaíafniítile inicial teíicmc? que A = 0, B - x: y put unto: 

•x = jíp e&s t-'/kfat t i 

FmcatneAie ^ 5 ta ecuación rcr^ia una vibración libre fin am«iisuiimi e nto. en la c^l ^ p^dauc un ddo evandü 
i varía ióU gradas' par taatu: 


periodu T 1 


i/Íí/m 


y rTccuíncin naltr 3 l / m = ‘"t 1 cps 


donde v'/e/m = rad/se? es La fraatenda r.atural sn£ular. 
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2, Encuentre los resurtes equivalentes de los sistemas mostrados en tas figuras | -7(d) 
donde aquellos se encuentran en paralelo > en serie, respectivámenle. 

P:ira neones en págatelo. 

h\ - kix, F a = fcí, y p = F +F l = + 

Eniaflcss, — ¥{x — Jt- -I- /L± 

A. 

y en *snsrüJ. — ü ífi 


[ CAP. I 

y 1 


Pura rcsdrlc- in «ríe. U íber/.u e* la minrr j en calla feaofli, 
■jero c de$[':i7iiJiiienU> EúU. é* la. sama tls Ens {]espLu¿a:nisn'.-Js 
irnirvidoáles pnf EJintílr 


F ki-j¿\ - fct *4 

Entonces, 


y en general. 


í iq , — í"/af = 
ic„- = ~ 


I ÍT S -■ i--; “ F/h i T’ ÍY.t'i 
1 


1/fcl + 1/fcl 
1 


2 l/ki 

E- L 


fcl 


í»> 


ki 




Fig.1-7 


\kn 

[k, 

\F 

w 


3-. Suponiendo que la constante del resorte es inversa’, 
mente proporcional al nuro-ero de .adías fiel mismo, 
encuentre y compare las frecuencias naturales de los 
sistemas mostrados en la figura 1-8, 

Psra Cl cas e- ÍlÓ E ecuación dt mO'vi miento. :s tris -j- -,.x = (1, 
Mi que ú ¡,i = yklm. 

Para el coso (¿jj, I-i ecuación de maviinlentí) «, 
m 'i -f- {£, + = O 


<15 


qi;e cnr-s^punde a -í yor.es er. paTütrlo, así que m„ V'fci — 

Pery, putísLo quv Aíi — tj — 2ft,. üelIíJiuiKh uu = i/4ír/í*L j la 

tPíón que Se pjdc cí l 2 , 



ta) 


Fiff-1 

i Ir—, J 4- tL., 

2-C, 


5 



■4. Una viga simplemente apoyada con una carga conoeEítiada que actúa en ¡su 
muestra en ja ñgun 1-9. Si la masa dr la viga es despreciable corrípumita con. la 
encuentre la frecuencia natural del sistema. 

Ds tu reskbenciu ele materiales, Ja deflexión en el punte 
medid i!f uh- t-ifj HÍmí'.=rñcrtlí! apoyada. J«b¡LÍj _i la car#-? 
coceen a üd a. P en el centra ce la. Hga. es La dada por 
¿i -< P¡- 1 /4B El. li-Liñdc f\ c t tienen |<j% ->.¡-jmii-cx 
P ata dfftexioofii pecucna!- k = Pf& — 43£//£*: por 
Lbft{0, la ecuación de mgvtmíenlo par..: es La vibración lnhíc 
üin amcrú juajmailia es: 


O 

_co 

punto medie^ íí 
nrtüsd qus actúa. 



ffl I T Íií - O 

-.t = v i/m = \ f A¿ElímL^ Tatí/se 


Fikp í-y 


La cuerda mosinuta eslfi bajo una icnsián t\ la cual s* puedo supone- que permanece constante 
para pequeños desplazamientos. Para oscilaciones pequen oí, encuentre fu frecuencia natural de 
la vibración vertical de la cuerda. 
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— L 


?ú- * % 



Es „ es una vitotnba líbre «n vfnMÜftUM'ntal»:!« muuraJara « I» iensi*ft <n I:l «wrda, C&ffltj I» im- 
' r , eS TT x ,' j i v x— ail: apiicandc 3á ley del ramiítuciio de Newtor, la ¿cua- 

ii&rt sí' prkncamnFtc ^utis^nie, cstu es t % x/a -i- i, u- “'i- j , 

clén de nüDvinijeíitfl es- 


■m'x -'r T¡xttr+ J:f(L-n) - O 
¡{i. ■£ H T[Lif(ti £t — íi.) ^ — O t y 


_ J TL 


a) 


rae! .'íff 



FíeI-LÍ 


6 Una viga Jfí acero puesta til voladizo tiecie ttna U?npi- 
tud de LQ pulgadas y una sección Lra&vcr&al cuadrada 
de | x i; pul. Una j^sasís Je LO Ib sé ata ¿I extremo 

libre de b viga, como se muestra en la figura MI. 

Determine ía frecuencia naturaL del sistema, si la. 

3 - ÜS ü se desplaya ligo-ámente y Luego se deja en 
libertad. 

Septum plAm^ds lu v¡¡=ci es pajees* De lia resistencia de materiales, la dettcüto en el exutmo libre de La 
vi ja en voiadizu debida £ i* misa e> § " PjL J :j'í/. ¡ r . . , 

Para pequen H vi** *e camparla elflsueainaHíi Ib estica es * - . *3 itf'L- 

El nna » d. Inercia * b -¡su « f = *'UU -UVCtV 12 - 1/3WÍ t# ■ r «* ■*“> * dt 

^cern es £= 30(!0j. n Ib/putO ' - 

La pcuidOn ¿í mtiVlmKllM) p«Ti Lu vibran ni liblí s™ 2.«ncr(Í£u amiento es m.T - Ax ’ í 


símkio)* . 33 , fad . aii;i 

•X = VKfc = \ —rigSrailñí - ' Jl ■ ® 


Un manómetro utilizado en un laboratorio de mecánica de fluidos tiene una steain [.¿oui- 
uniforme de área d. Si la columna de liquido de longitud L y densidad ? se porte en movimiento, 
como re muestra en lu figura 1-12. encuentre la Frecuencia del movimiento resultante, 


he} dii mminti&ilP de ¡Vswtpn. 

ÍÍV = mx a —ZAxffí i LAp'x 

¿t tinnilc * 4 = Ji y u* «d /m 

Miiodü de ¡d encrgfo-- 

E.C -- = i(.L. 4 ,tj>í‘ 

f Ef. ^ 4jfef 6 ^ £¡2 ~ &&W 

v ífE.C - E.P.1 = LApi-x + 2Ap?x¿ = O 

■ fifi' 

' d c díftdí (2ff/L)x = O y «- - ra*í/«i' 

i¡ 

l ¡ ; 

;ué Arturo Cedeño González 
leniería Mecánica Industrial 
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8 SISTEMAS DE UN SO ¡.O GRADO DF LIflERT 


[CAP 


8. Un motor eléctrico í£tá soportado poi 4 resortes* cada uno 
de los cuales tiene una constante de elasticidad k Itt/puf, 
como se muestra cr. la figura 1-E3. Si et momento de inercia 
del motor alrededor del eje central de rotación o i,., encuentre 
;u frecuencia natural de oscilación 

ley dd nov.nneaís de Ne^icti -^ra sur es SJi = Jt>'é o 
p.ir de- iorji¿“Ji - p¡$r rmstiradür 
— Akfl.'f J ü 0 

d^ donde í - í4faaVJ. = i> >• «. - 2v\ixUb md/scg 



FJg.1-IS 


^ Un disco homogéneo scml-cí mular de radio r y masa m está pi votado en s» centro y gira LLb'r 
mcnfL' ; rededor de éslc. como se muyera en I • figura I - L 4 Determine su jVcc lien esa natural t 
oscitación para desplazamientos pequeños. 





■■W $ 







Emolí ¡mío la Eey sí >íí-*Lon p¡i:.i p:ir. i/, 

Ai?u: J-> — qtwr 1 v Ja distsndE Jd :rntro c'fc “usa ai 
‘ejEJiííBidOf CS mgÑ itt\ f y ln eeu aciía rfe múnmisti ro ía; 

(■Jmr 6 }* - -i 

donde el fir.ic- "i-Uvi s¿ d«he a que lía l , »cr-i ma íiCliita er i 
.¿ri C ■= i la ecuación Je m. ;nrii=íl[0 se ooji^icrlc en 


Fig. 1 -11 


rejurrrae&f 


s 4 = & 

cücetfa ¿•pupiiaa diferencial de un lUtatnKquc Uun* rrwuriríilíiuo armónico jl&tpEq. Enímiaeciiencia 

_ J Se 

— \,ñ~ ruc/Síg. 


\ 3v, 


CO 

CBQíro Cii uirro s- R — 4j-. 5 ir, temo =c nuiíst r¡j £ P¡ 

O 

sen- a 

duceei&n en qu: deertee ? Para vbWíh ptqíiíAps d-í i 

O 

_co 

(D 


^ 10, Determine la frecuencia natural 
msAi-re.so re espolea mostrado en 
1-15. 

l 

Ley dt! nHivinr-etílo ¿íe %'f-wan; 

Har.-i la masa un, 

1«J.- T. = íüljr 

deli Af, 

= Tr - kr*lf +• f») 


J\ — Jilíp c-5 ej jVi-úrtícrilíi ilc incrf;.| G 

polca. 

TStfiUíg, írrjfr n kr £ . Por 
convierte czr 

— — íttÍ } - kr** —_mgj 


ntff 


Fig.1-15 
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SISTEMAS: DE US SOLO ti R A DO MI- ¡ I BERTA O 


, rr 

■i 

fe 


(+ mf) $ + te*# - ^ 

.(/éojjfo de k catfgú. l 


= ^3f75T 


m 


rae! 'icj 


_ £,C n di Le mus* “I- E.Ci de U polca 

IffTT 1 + £/i# a “ 

l,p, = J kar - ■|*r a í a 


p Ks lo 4 n U oíosla »S *1 ««» 1“™** 


i, jcr 'EP| = 0 o mr ií b Jí á í t tr J fl ¿ — l> 

rff' 

, + i/*# + =* ^ 

•O y gira tibrJ nmam I i»***■» kM »#*> + A“ +' **> * E aiaac 

c rjfiíuru! d^v 


“ y = \',ws + * rJá ' ie! 


IStTR. ti pa.7 

: 

¡u r.Ans rte á t 


! Determine la frecuencia natural ¿el sistema mostrado en la Rgura 1-1*- deade b masa del resorte 
r-o es pequeña. 

ü la -.iMhj del íí -serte cíi ííicflin, 

E.C, itd «iteffli = E.C d= la masa EX. dd í&lXlc 

— JtTM ir H - i - J" ^(jia<¡c)iíí^W*l* 

*** fi/¿jx - el dejamiento en us_ rhm leedlo del resorte a un, * dri «tic™ * * «te y p 

la ti¿ís¿ fiel ruarte peí unidad de bn^iiud. 

Mhcdü de Raffágh: 

(E.C -! mu< 13 Í.L—L ) r^xi 

ÍEX -Jmnn = i P C * ^f ^ 

= ~ (^V3> = M*» + 

LE.Pjaw = 4^'" 

p^ un* dilación linuMidal, tí* * - X *>.f, mma I**»* 1aj ^ ^P« sisc,c5 * 

íntíígEa mibúrtia. 

¿<m + ^üLjiu;- 4 ^ = k kA ’ 

= yk:[rft. i 1 


Im Cual H.t 



í:.i 



Si 0 es des preciable MíitpaiacJí) cor m T eruonccs ** - y r kfm t que «tí PfKueHfiífl anáuiar ^ 45 

íinrurul ileE sIstTnu ¿itnpJe íiíj.i* reírte wwltjtlo n d pmhlírria i 

V - 

¡2 En tu ñi;ura. M7 -e mticsira un péntiulo simple. Dbiemiiitd ia fluencia 
’ r.uLural de uscliacióri. (¿t )'-si l# CBflSA de ta viarilte W peqtíefta compur.Tda eon 
tu masa Je! extrema. (6) si la masa d? ia varilla no es despreciable. 

1 , ¿7 ;■ Méta-do de ¡a energta: 


■ti 


iF C. * E.P.1 «Q 

Prirj. una roEi>-.i¿n ptqifeñíl de -H nErcilí dt7. T d"■ pi 

L,C ¿wí 1 - tP. » «fifUl-eos*). 

— (f .C. - E E h ) = mL* 9 V ■— mpfj sen í í O 

í tí- E^n í = 1 



,1-lT 
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SISTEMAS DE L'N SOLO GRADO DE LIBERTAD 

^ * Mcii " tiS “ V*l **>- ii:l * = »• «■»»» la «urdén ti. mmimiwio * «.¡me « 

s - (p/Llj = o con «i* = VJ/E rad/s ?í 

:í i Sí a W la masa de I* varilla, Uaia^erfa en ci esntro deísta, equ^estanie de tos des extremos. 

E.C. = t.C. de I2 masa + B.C de Ib varilla 
- J*l(¿«} T h 

E P. — E.P. de [fl nasi |- E. P. de !□ varilla 

= m l*L fl-casí) f Mg{m Jfl-CDsí) 

^r'E.C. 4- F.P.) - fm t- ,W3)r^#tf + oh{m +- M/'hsc n s í 


T ! 


é*1 


- o 


m ■+ Jtf/2 


f(7/7,) = f> 


_*i + Jtf/3 3r 

Fartt un Angulo de wdlactón peceño, sai í 4 í y la «tinción d« movimiento se convierte <m 


m 4- J// B 


(?yL)í = 0 


ü. = 


Í + -V/2 

y»¡+ m/s is/L - rai ' ,ic * 


.«JítKuS AM « ™ cfc0 m « W»» «i on«B» | *¡?” C prfctlmnnmic l y «„ 

iLprcurnladunnenEC d mjs:níi vatcto üuü ea la parte i ü -j. 1 ^ Wím 


13, El péndulo compueRLú, qtie se muestra, es un cuerpo rígido de musa 
m y está pivoteado cu un pumo situado a una distancia dde-su cení™ 
de masa til péndulo puede gírut* libremente por la aociort de Ja 
luer^íi de gravedad. Encuentre su frecuencia de oscilación. 

En cualquier meante [a única fuerza que actúa a el peso." Entonces. 

J fi ~ — mgd sen ff 

45 la ecuación * mavirmeriij. fonde J es el tiwmentó de Inercia del cuerpo alrededor 
deJ eje de recadan. 

Considerundo lirttcárnente [jtisqiicñai úscilatiorci, jen = í \ 

,- ' tf (rHgtffJ \$ — U, w-. ~ \ ! ftvgd/J rad/seg 

ÍHro u, u y'ffM ' para ur péndula simple de bngitud d. Por tanto. Jjmd pued* de¬ 
nme-.* tiOJllO 'a Ir-fjtiíud áí rcndulo simple cquiHtldr.üc, 

14. Lna varilla rígida d t sección uniforme >e restringe 
par;j moverse vcriicalrncnic por h sscílóji de dtit, re- 
sos Les, uno lineal y otro lorsional, como muestra 
en Jiü figura i-L^. Ce'eult 2u rrecueieia de oscilación 

vertical de Ja varilla, ._ 


liírriE 



fí £ . j-ia 


A pl i L'3 ndr; ti cíUUCtÓñ pitra pitr, 2 = J V. 

-Kf~ 2kL-*s na - {ft 777-3) V 

d-.tiüí tti es li Luaj.1 de l.r n varilla y J ;s ti momentd Óf j.nírniri de líi 
■ arjLJü. con eje da ruMc^n en d ettreuiQ. F-ir innr.i; 
fmLV-3) S — 'Kv + 2kL*i fl 


V 


= y^ 


I *kL- 
mT- - r¡Ali 


Fi^. 1-19 


J5. Ltt ni a >2 M, fijadu en el ex tremo de la cuerda de un péndulo cónico, esi¿ girando alrededor dd efe 
vertical, como {= muestra en la figura 1-20. El plano de la trayectoria circular es horizontal y 
Itscenderi cuando aumente la velocidad de rotación. Determine la frecuencia del shusna. 
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PsL di-iarjina di cuerpo licrede Ifl n> ■ ¡u ir, 

u = Mu» o 7 «n í =' «n fHA 
i)gridí 5 i*i c* Iti tctoriiíii-d angula* rotación de Su masa en tí instante con¬ 
siderado. Así tnísmO- 

5^ — .!/<*„ n eos í ~ Af¡r “ Wn, 

Pero c u - 0. por tinto 7 coé * = Vi? "■ T = r). Remplazando 

3 te valor de Ten la. primera ecuación. &e tiene 

—?— sen # = M{b sen e)J y «- - e»í) rad/sse 

core í __ 

S: í = o p Entoítcej cosí = 1, y u. = VW qu* « la í™™*™ sa¬ 
litral i£e un péndulo S«0 «gnlJTta que el pénüulo canico fllarnádo a 

MCüt-. t$Fér«C0). reduce a un péndulo simple sí ta i puní a :eru. 


16 , DdLerminar Ja ectiEttnón tte movimiento dd péndulo simple mostrado en la figura 1-2L cuando 
t je nf importancia el efecto de la amplitud de oscilación. 

Empleando la ley dtí movimiento ds N-ítaloh, 

_ t)i p jen ü- = mL t? <i í + as:r. <* — O 

doncis el si ano menos indica que la fuerza actúa en Ja dirección en que decrecí «. 

PariioAeilaciunéi peque ñís^íCT i = í y la ««incita Si redtee a #; + Ij/fL)* ■ — O,, 
que es la fórmula Uiital para Uei póntiLiLo simple. 

Para valores de o Li^eraflicnts m Vera n<fcs r sen e h - *V3J — fl'/S! " “ r ~ y 
l.i ecuación de Molimiento se cpíitíer.c en. sí ge coman úrcácairmiTie los tlo^ primeros térm “Os 
para la secunda a pTOWmtttÓQ, 

‘o t (¿í/L)fl — (ff/G-Ljtf 3 = O 

cue es ur.a forma especifica de ¡a ecuación generai de Duflmg «s vibrarifliiP n c lineal», í La.» vibra-Mon^ m híteak, sí 
■ r L nf¡i ti pui scpaiidn y üóP mutí~nn miá d-tullec en ud capitulo dilertCItC 

En MiisccireTida- la suposición de <jbc los ángulos di oscilación íoc pe queras no ¿ófo amplifica el problema sino que 
también nos llmkn ul cute LLitul 



FJp. 1*21 


'i I-is 



ot del eje 
horizontal y 
t ‘ 

I 


17. Un cilindro .«tólldo de maderu, de radio r, estfl sumergido parcialmente cr un baño de agua destilada, 
como muestra en la figura 1-22, Si e| cilindro se hundir ligeramente y luego se deja cti 1,'b^rí.id, 
encuentre la frecuencia natural de oscilación dsJ cíliniáru si ¿áte permanece vertical iodo el Ltcmpo. 
¿Cuál será la frecuencia si se utiliza agua calada di peso «pcdfico 1,2 en vez de agua destilada? 

jfíp st ri.L^piíi?*mitE!»lJ áíl dlirtdre x piw: entonces ti pnü dtl agua dísplBEiHía es ^^(34^4) 3b y esta será la futrEa 
resLiuniriora. La muía det cilindro « Tr**h*{MA)/0 t ámáe.i es Ja gravedad especifica ds la madera. 

Por la ky del rriovjmLíiltO de Ntfwiürt, SÍ H =• "¿a- Puesto que la 
única luerín que aciúa es el piso cid agua des-ploEarla, la r cu ación de -, .ovi- 
EtiieiHO es. 


rn i? 


+ kx = O 


É4Jrí J ' 1 íoi 


ü -r ij4A~-rz = Oj 


y ^ — VeTte radíSeg 

5j¡ íí Lvu izk ligua ílllícs., id ílctíü reMauridora ser^ ,4 s-f^X}, 

mlcr-ltHH que la masa de] dlindro permaiaecc imftriablé. La «uacicn de 
m u ¥5r;iíMi5ü OS ahora 

- x 4- 1,2(64 - ü 

J7_ 

y jj* — VI .ftgfhü FJKl/icfi 

Fia v "nSC'- cencía., I- ketuíilCf." aumcnlu cu ácido la luesra rei-tlu" adosa íi.U- 
oieniií. 
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SISTEMAS OE UN SOLO GRADO DE LIBERTAD 


(CA 


T.tíij un faro circular, de masa m y radio r, está Unido 
-lio de un resorte dí módulo fr, como se mues- 
. la figura [-23. S¡ el cilindro puede rodar sobre 
[S i superficie horizontal rugosa, strt desligar, encuen¬ 
tre su frecuencia. 

Síilmlr. de ín er.e?g\a 

I i encrgfn LüLj. del tintina conitü lLs energía ejn¿t¡cü i,de 
rnlacior y de (na-iUciátí l v í-t c'r^fgía polenci.il y permanrit cons- 
taílie todü- vi •.Lctapci, 

EX2, de irí*faciñrt |*»i\ E.C. de rolad ón m ¿/ 0 í*. donde 

d nao mentó de inercia ccj cilindro es /, = ^mr > . A&í mis™ rfl - 3 : 
O rí! - Por [jnto, jwa el sisE<nA cy. cualquier iiaLunie, 



Fi E .i-23 


JI-C- — Imt 2 + ^ — -t^-T>íJir- 

E.P, “ Ikrf 

y ~ c 0 timar 1- kx}x O 

Puerto <tuc í ng siempre <■> rtfii, !.i «•j.icivV. de rnavirriem» i« convierte cu: 


|-M T - ftr - Q f y de aquí, u. = yHkfSrn jj-d/icg 

Ley drf rjtavfm írnrn dr ,\>n fon ■ 

Afriicaiido 1= ley dej movimiento de Nwtrni al cilindro. 

ir = mu o rÁ j" - — kx T F t 

dtvnde F, ts I¿ I'lcfís de fí Jodio, 

Usando la cvujid iíti de mojnefit-e lorHionah 2¡\f - . 

/qtf =—Fjt o ClRir^t’i/r) = -F f r 

y por tinto F/ — —^iíi, Remplazando esta expeesinn por F f « la eeuadórt de 

fuerais, atueftemiHL 

íht - —kx - * n kx =r O 

y á¿ aqai r .u„ = y r 2Í/3?it rad/seg 
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19. El disco homogéneo circular, que se muestra,. tiene un ttíii mentó de 
inercia alrededor de su ceniru igual a 10 lb-pu|-seg 3 . En la posición de 
equilibrio estático timbos resorte* están ^tirados una puludria. En- 
cnentre la frecuencia natural angular de oscitación riel disco, cuando 
se le da un pequeño desplaza mié mo angular y se la deja en libertad 
k - EO ib/pul. 

La ternien imcinl tn el re sene fi. 1 . SO Ib y c! cambio de leniiSfl es 10(100} |'g Uli- 
lizaiido la cgu.icióo di momento Lcrsiorul 2 Mu — i K LeníniOi. 

ir.fl - ¡(10-100#) - 110-10Q#)| 10 

o $ + 200 <; = ó 

de (tunde u n — \Z200 = iad/Síg 



Fig.1-25 


i 


20- La masa de la varilla delgada de sección uniforme, que miicstru en la figura 1-26. ¿5 peque 
comparada con iíi r^ssa que tiene colocada en su extremo. Calcule ia frecuencia natura] de 051 
tildón tic la m-s^Li, suponiendo que la usl-íJ ación eí pequeña. 

ü's-afidD tn evitación de mom«[ti toniirmal, iAf„ l'tf r obieíitjiiüi 

mis e — rnpL SER í {ti t¡fh!; ven ¡¡) 

Lleude q -en ^ e? Ie canliíl?é <36 rísíírLí estirado, Suponiendo qis; lg¡£ nscilactünSS snn pequeñas, sen í = 5, coi & 
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S ESTE MAS J>c L > SOLO -JítAliU Di' UÜLRTAi? 


v [ 3 eLuatilin d* íiiovjfniisnia w w: 

mJi 3 7 + ¡TñffL + ka? )í = fl 
f * ¿a* \ 

V 


mL' /' 

4aB n« da: 

** = V “ mL 1 Bd/Ks 

s ¡ i a cnníT.iTiLí de tójiHdad « «-o. li «presión 
L fll ¡i fr-Ku-sneifl natural OTfüfcr, dsl píndulú í? K- 
duua a ta «presión familiar üÜÉfiMb para un péncuLo 
¡¡imple. u* = i/ítTl rat!/ieg 


rifóse 


ri[lict¡ & | m éit)dü de Rjsyieigfi para encontrar la frecuencia natura! del casco semi circular de 
" ' masa tn v radío r que rueda de un lado a otro sin deslizar, cuma se muestra en la figura 1-27. 


i. 1-2-1 


Flg. 1-27 

ÍE.C.W = = mrfr-oluü 

donde i, = L, + iHir~*y- = h-Ku'+rtr-a? - a****® 

(E.C>™* “ í&.PlmM 

c mr(r - a)^_^_Pt£qn - tos í) 

y - * 4 r,e/ "“ 

. V-"_ J 

11, Use d método de la energía para «ncóntnir la frecuencia natural de oscilación dd cilindro homo- 'V 
génco que se muestra en h figura 1-2&. 


AV.V'AV'- 

k 


t.1-25 


pequeña ; 


0, eos # = 1 , 


F¡£. 1-fl 


E.C, = luir 1 + y ; ¡ 5 - Xjnt-i 1 — J = JiíU 4 ^ 


donde *r ti La masa de! cilindre y Jtt ¿u mo meato de inercia. 

t l J - ¿fex 1 £ * ¿fet* H- UjV 

Joruií r — t'Q y Kcn 0 =. 0 Entonc^M*, 

rf - n _ 1,_I jt I" ± _ ñVSjfiÜ TT íl O 


• e,pj* 0 o Íwrii? I $k{r-a¥*9 - O 


Je d-nde, 


— v + ft) 1 

■y íÍJK-r 4 


rad/acu 


” 4.t'v -'- -’z i - 

6 -- * T “ “ P 

3 tn r* 


. i 
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SISTEMA D £ UN iOLÚ ORADO QF LtBfRTAD 


| CAiU | 


23, Fn d sistema mas a-resorte-polea, mostrado en la figura 1 la cuerda se puede suponer i nen¬ 
ien si I)'o. Encuentre La fr-ecuencia nuLUral de vibración si la masa m se desplana lEgerameme v 
luego st «deja en Libertad. Utilice el método de Ia energía. 

~ t ■ 

ELC. «leí sáiEíem» = r.C. rmtNu— f-,C, polea 
= \mr l 4 J.W¿ J - 

= "i" ^MixV4} + ^!4¡Vr I )(¿yí->- 

— .Ujijt 1 4 IJIf* 1 

C P. &J sistema «* ¿nííE^ el¿slíen del i^urle 

= ±kv* ■ - .¿fc( s 


Eritoneas, 4j-(F..C. 4 F.P.) — 9 o mxx 4 ¿Ai £ x 4 Afora - O 


y í-Í4»£ r- 4 oM x 

Puesto que ¿ (io sier-ipr* e jjljüI a cero, 

CS {4ffl 4 ¡J L Wj 4 liV = ü t V 


kx} — O 



4 m 4 3; 


^jy rad/ süj' 


Fig. 1-29 


24, La masa m cíeú suspendida por medio de una cuerda cogida al disco homogéneo circular de masa 
M y i-adso R pies, como se muestra en Ja figura l-JO. El disco tío puede rotar debido a la acción 
de un resorte enganchado a iihei disenneia r pies del céntre, Si la musa se desplaza desde la posición 
de repodo hacia abajo, determine ¡a frecuencia de oscilación. 


Aplicando Ti ley del movimiento íle NcwtOtL -para 
ja masa, 

3F — líttí p T — m& — —mió 
y -;i teniiúfl T — m(í¡ — o. 

Sea n- la ¡ICíkf aií'útl Jngufa: dsl distó; enttniíüíi, 
ú — Rl y 

T FFl^ — Jítf) — 1ft[g — Ilt) 

Cuundn ta muja e$tñ <:p rcppw, c) par debíU l; ul 
peto de Ja masa es biLaticc¿do por el momentc J:ebi_¡) ti 
La fuerza feiutu radar* de] roerte, « decir, m^R - Tw;, 
donde Tj es U tensiíó ¡nidal en ¿¡ reverte, entonces Ja = 
trig R ?r, 

Ei par ndieio^al decido al nueto del 

r&nrie es ..'. -i/ # donde k es l- modelo ¿el resoné. Así 
trJaJíi&TcE tur total tJsSiiJi) al p^w He ¡n ms^rj rs 

7ftR{& — R'i) 


k 

-AWvWvV 


Imff 



Fifi, 1 -34* 


L'tiJiziJldn la ccuaciólt de par L 1M — J D a, 

J&6 — —{ícr'd 4-t-mjíí — 

u (J* + 4 Ár*í — 0 

qire o L «evaeión iiifertíiicaal Je rnovisiieiíio de un s^tema eut* iiene moiimietito afmünics Himple, ?or tinto 


_ / _kt±_ 

~ ^ lh | mJt 1 


[__± 

\ R*(Mf 


R*{Mn 4 tn) 


rad/scu 


donde Ja — ^ M/í" cí eí mumenLó masa de inercia Jel d-sou respecto al eje lcm“ i Ladina! cerUral 


25, f-'.l cilipdr-a de masa m y rádio r, [uústradü en Ja figura 1-31, rueda sin diftaljiiij‘ sobre una supérfíesfi 
circular de radio jff, Determine la frecuencia de oscilación cuando el cilindro desplaza ligera¬ 
mente de su posición de equilibrio. Utilice eJ método de La energía. 
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tü eitíriíía ^LaldcJ -sistema, que coreaia de cjucrjjU emíiieu (efe «nadón y dcTfníÍJWlAfij y de energía fwwnekl, pef’ 
rtiftAíie comnM [o*) el tiempo. 


fc C yLJP|.iniiV< i»*™ 'V"-»' i a á 

n r de - asliición - irt —rií]*. F C. tic rotación = ±Ji\- - $?, chinde el mnmenio ¿r ln«ia del 
rn « J» = Mfc AsSmiiimoJoflfitiuldelífíü ÁB - 7£í n. por ÉÉí * = R9¿k Por consifuictU*, para 


cilindro- 

¡■I üi-iimn en cualquier asíante. 


B.C- = r)í] 1 - I)** 1 

fí.P - ‘w&t,R “ r)(l üOhi #) 


J_ ^E.C-- E-P.í = O O — t^íH é" - nüff’M — r) ftTi í ” O 
- tíí 

p afa ángulos deoscilacioa pequeños 3 sen t = d y ta ghik-HAu de McawJm p en 

2p a J_i . _ f *0 


f + 


3h - r} 


í =' 0| ¡i' dí aquí* Ü-, — 




r iCj . ses : 


R- / 



mu¬ 


ir ¿uperiide 
;f 7.a ligera- 




1 


r T 


W 


t:„ í - 


' ,.0 ^ S 


Fij: 141 


Fig.l-33 


. __ L Mv K- - t J - * 

L H - v \ 

26. SI la ms'sn de las paisas, mostradas su Iti figura 1*32, es pequeña y la cuerda es ínektensible, 
encwenire l¡¿ frecuencia natural del stitema. 

Sea I la ter-sien ™ la cuerda v i. y ^-las desplazarnísiüM de las poleas -4 >' rwpeciina:aHiie- CnLún«s, 5 i La 
p&lra a otfr fya, x - 2*i¡ por til «ntfarln, »í lu polea >1 «i* fije. * - 2** Pem como ni la polea A m la pul« B .«tan 

n - las - * = 2s ü + üiv ; 

COíiE-iricr.ifldíj In ptHell 3 egm-o cuerpo liFrc y haciciiCií c: ¡mii de fbcríHs: 

ar-*i s* = o o 2 T - febíi 

Similar meo te, paia la pelea A 

ít — tjíE-j o sr — ” í¡ti¡F* -v 

* = 2a„ + U y - 47'íl/fc, 4- 1/fe*) = Tfkñ 




íntónCci, 

donde \ 1/fc ) ® la SM^ÍMIÍC dd rtuoriO eqol valeiiLe Di Cite mude u reduce el prablema a ün sistima 

>ijnp3c m^u-rciorle, eüil cftílMinie Je elwt,¡ei-did '.^cwil * it.*- 

Pero mi |. fcr *♦ P «J* ccuadno di movimiento de an siílcmn simple maw-T«í>ric.cúíi ftccuertcianatursl \fkfm. 


¥ 

__ 'r 




en Km Sismen cía: 


ni, — V/Cr^/m = 


- i 


k*k\, 


^mífe, 4 ífa> 


r -.á/hc¿. 
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27. La masa m « asegura u uno ele lúa extremos de mu vurjlb 
rígido de peso despreciable, que está ngidíimeiHc unida al 
centro ele en cÉLinidro homogéneo de redi o r, como se mues¬ 
tra c- la fígUTíi Se el cilindro rueda sin dedi/ar. 'cuál 
es ]\i iVccucncru naLural de oscilación del sisteni-a? 


Pó? r¡ mitpdo é* AV>-fuír,- 

¿n cualquier in unle lut* idera Jo, lii' rp_v<i> \f y m telin rclifié- 
sJrcdcder de; C- «nim titliiniiint-^i Je veioddiid lcío. Per Lanío, la 
ccuacifin de movimiento Irma \j. fgr-a = J-é, dimlie J, es ri 

monteitio ce icLercüi ¿c las masas M y ttt can respecto >1 p_-na C- Lnixric^. 

J- = -f- ¥r) -f mR'- 

donde R : = £ : -!- r ■ — 2rL coá s. Para peceñas osciL3CLoacs tenemos. 
^u< sen 5 == ú, cosí ¿ 1 y 

Jr ~ &VrV£ + m{&-tV 

Par Umo |,n ceu^diln J< m**YÍm¡cfllo convierte en 



FÍK.1‘33 


i -r 




3Mr 1 /2 4- mf£ —r) 
Pqf el métisíio de P u. i-righ 


LfcíjT/ p ,t .i -, Ü ■! mt,L~ r) r _ $ — — ■httfL ¡.en í? — mgLé 

í = O, s asi. 




FHí?f. 


SjV-^/a 4 - m(L — r) J 


ra-J.ise. 


' fE-O™. = {E;P.)n,« Q — írtff(Aft)üi.. 

Supongamos que el -ovirmeuvo es armónco simple, entonces tf = -I ser ur;. 

= (^.4 CDÍ W¿)mx = CfA — 

{¿.h j — L - L coa í = Íh(I - cosí) — L 1 

_ 

41 


(aA)«e = L 
teualüflCO las do; exprayor.es de enernía, renenos 
jdalfr'/a 4- = mgi^LA*), 


1 - ( L = h Ll *“ ~ i 1 " 4 ’ 


/ 0 a 8* 

3 


2 i a¡ 


\ W 


mpL 


S:W 7 j /2 -r irt(t - t) 


- rad/i 


I i 



VIBRACIONES FORZADAS CON AMORTIGUAMIENTO 


28. ELn la figura 1-34 se muestra un sistema generalizado du un sola grado de libertad que tiene 
foración fgr^adu con amortiguamiento. Estudie su movimiertto general. 


Empteanco la ley d el movimiento ce Nc™ton, 


Jm; = suma ífe fuerza 5 . en, la riirccci.dr: .í 

= ~k{x i- .5,J -r mj — ci — Fa sen tal 

PefO jtÜgtL = Wtff, d&ilde mg tf cj peso ¿e la mana. Por LmLo, lu ¿cuaciAn 
d= tvimlcnlo toma ru forma más general ’ 

«ir 4- cr + kx- = Fí sen wf 

Le SOlydtJl gericral'dí C«í ecuación diferencia, di scyur.dü ü:-Je:i curi cOC- 
limentes constamci es 

s = Jí f + str^ 

donde x c es Elantadx te lotucidn complementaria o solución para la parte 
de i 21 eoiadirt i?sí: Hb — .Er - O. Jy í: Ja Mdlídón panEeular lie la eoao- 
ejón dado. 



Fíe, l-ít 
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L-i forma comente Ú- La adición complemíflS fifia te 

at f ¡a 4s r ¡' 




¿ ]Jc ,| v ¿ S i}n ¿ohm-uii* jrlMíar.iv (ímerroiiMdai p ül l« «ncl:¡.itin« iniciales iin puteras al sisarla \ r, f »oii Us 
T*;qcs de Id ecuación auxiliar — £ r ^ Lnlímcss. 


ri 


—c — \c‘ — \mk 
2m 


r t 


—c — yV - 4 tíJ; 


2j?i 


S ui 1 — /c/jn y f = í/Srjta*. conde í «¿I ■LícLLir Je amuriiguií míenlo. tn r qnc«, 

, j*l “ w.í—í + v^F-T), n = (—£ — v / f rr T) 

EíLúS ■■ j. 1 u tl'-S de r pUCflen ser reales y JUerenlés rcfll« e o i. m piejo* canjupadoA. stíj5*i*i sea lu magnitud de S . « 

deíir, r¡ f. ci ™vor. ieuüI C menor qin- Lü unidad, < 

5, f ¿f¡ ma yor me la _ni.id.'i .si ^l¡!Jl'í£ de r íOii 1 salte y AigaltVOí. Por ! imito, srJ.ui u soLción cúrr-pklTirniariá. 
de Id «unción de movj.m lento, d rrnj^miiencQ «dEnlGrio no ei pasible, no imparta cuita Man la» condtctonea Itiieialei 
¡mpuesías si sistema. £ü te ei un, movimientos ícbreM 50 rtig!iad.i>, ¿unce 

Xc = Aí ,w i I 4- ¿fe - '* 1 

¿ £ t< igual ¡1 la unidad, to-s valores de r sor. -ua; c- a — w*. Nuevamente =1 movírnicr4t> nu es oscíLIoljO V COA 
F . ’jmnnn jrnpllLUd disminuirá hasta erm l’sle es cr. mnyi miento crfuenmeru a:’-orci¡r .iHn. dor-de 

jí =s {C -r i>t) 

Si f es mtnnr que lu unidad, ltw valares tfcí j son compiles ccHijugatfüfi, Estos valores son: 

>-j = E i vi - r ! - fa a ^ n {—r - wi - r 7 

S- la frecuencia natural <Ln¿ü*<ir amor iWftca se ¿eli - e cu mu cj. — VI - í* u:.. la ecuación para el cas,’ subamnrtis'nado 
lama in Forma Mjjuknre: 

x- — p“í^tií {,< eos uh.1 f £sínu 4 r) 
o Xi = san i*jy í -E ¿I 

dor.de C * V 'A~ -\- B i ¡ ^ = tan 1 (. 4 f£J). Sste sa u- nravimitíitu armcurcu de Icclj erld ’.j ar^ulfi cayir smp - 
uii Ti* deuretís eapuaendfilmftiuí ion el tiempo. 

Ei ¡;lar • ij'j? rn* imperta cuál d: los fres valores inmn j. a solución: uümpleijierttariJ .T r (í), ¿sns/alir.sntc llamaílñ 
iransiluria,- desaparecer i con el JiSí’ip». A vi nilSAlG. ía ruta de dccaimieriln y k IreL .reriisd. nuí-irul del siiie:fa dfjttndca 
ÚTücumentí de los pnrimetros dd jinleína, mientras que lo amplitud de la vibrEdot» f ct ¿ngi:b de Tnse estárt daltií miftadoi 

por las OTndfekmcs inicia les. _ , _ 

Lj .+ol jj.¡ gn parUcular x r deae 5 a furntn \A sen of - B cn< uí). pnr nim 


3fu - 77 


Fn 


77—-t£s'T~í— íi f(t— mfl*) sen at — íü) qú£ mí] 

(A — ííJa'l 3 + (oaP 1 J 


ssíi (caí — 


donde >g 


ylk — w^Y + [cn'r 

ícuiodn anauUí dt La íxeltadún t d - tan" 


f.ul 


Jfc — hiu;" 


, r _m^\ 


Ea consequendü. puede conoluir^o que [9 solución- parJitulaí bine tu :niSnla ffectienLÍn que EQ ; .í)tcLiaSL&n J CS la 
vlkudón de| estado estacionario del sistema. Lo amplitud de la vibración del dudo estacionario depende de lia amplitud 
y de la Jrc-auecicia de Ja incitación. Ea ícsojtanriia, e&ic «, cuar r dci la frecuencia de cscitadóre es igual ¿ lu ficcuenda na- 
lUrjil, o sea uj/w, — I, [a amplitud de víbrticiin retó limitada úrdenfrien[C por el faetnr de FnnOrii^ciaifrienLO f. La 
vibraeión des estado ¿stUCLOnajio nO teta én túie COA la CNfiHuciunt su vaí¡Aviónen l,’ üncato ¿e fase 'íSpCCtO a Lu Eecaen- 
cla de BTciUvifin se tldie 4 la presí neis dd ai norEíjEU amiente en el sincms 
^oliicl 6n gesteas cí. cal en ce;. 


— DÉj - -‘ lJ; i t sen ú-.it — 9) 4 - E sai {ut 


i) 


rio-de lj -piiisiera pane de !a soIjcíóh es la Erafrsilurid y lu seguida pjr.e #í lü resp.ísld del estado caiPCÍOnariij, 

H anitisií deialludíi de tete siscema jer-erali¿aüo de un soiú grado de libertad, es mi;y jt.il, pone de -T.inlíieAtu rl 
coitueplí dir rrwrtTW’i.i nniariil, d pupel quf de^em^eflu r, amcflíjKiinqkriti) m el ittevicnienlo r-scil.il ono de : dsiíma y 
la reyp esta 1 la excitación- Los resultados y las cimclu -.Lañes sacadas del mude la estudiado, (jueden spILc&'Se ventuin- 
¡samcíik u, Ins problemas físicos de esta el uve de vistcm-fiB de mt solo srndn de libertad, 
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29 . La masa, mostrada er. la figura l-o 7 , está iíiicialmcFUe en íepoiü, cuando se le imprime 


y 

d Lindo 


Corma rn el problema la trusión 4c mQ^ircienaj es: 

mse -R ci + = O 

x — eos. <¿¿t -+■ -& sen «d 1 ! 

tm . = \klnt - v'SOM ” 22 fuiUseg m - 4(1/(312,® > 12) 


f = 


QM 


2m*. 2(40/(32,2 x Vi)-¿2 


oast 


= v'i - í* - 


21,6 f(ni/jc«. 



Remplazan¿ü esi^i valeros en k= ecuaciones 

x - f í [ cós 11 ,0f ■+■ í sOjl 1! ,bt í 

y .í - —3,95í (A eu*IfP^f «rt 21,6r) H- 21.fi r-*-™ {—A fien 21,Gí — 5 rasí l^r) 

" $ 

jy, ¿ „ ü, jf m ó: flniorice* A m C. Ert t « O, i - WbnMti & - *fZ I,A ® 6.185' F - n consecuencia, 

i = 0JS5 r-^i sen2t h 6í 

í — -i otí 2Líií — 0.737 21.60 

i — 4 jOa coi ( 21 j 6 ( t- 

30. Calcule el estado inan-ii torio \ Sa resputbia de] e&laüo usLacionario de la masa de] problema 
si sobre h musa actúa tula t'ncr/u de excitación ~Fo sen »■; - I'*) sen l?r 
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. fe 

iir= prime tina 
m j ri ínstame 



_ 2(0.1SM15/2SÍ _ , vao 

daídc 4> - tan ■ 1 _ ] .. 0 5/2S]i " ' 

Ahora, * = *, + *, • JE , í^' 1,!l Hsiií21.6t +'4) + CU37 *fi{15'í - 8S fi > 

C'rflrHn;m« «n¡cial«: En f =0. í=0 v E sen 4 H 0.337 ¡¡en {"-28°) = 0. 

£n í=0,á=4 « ff[-3ÍBícn *+■ 2l r 6eos* - (0,S37¡(í6j coa (-2B B ) 4. 

Resolviendo «tas iIóe «radones obLeiiem&i E — 0,F6 y ? = 65 : Por latvio, 

;r - tU76 í J non i ,8! -I 65 11 ) t- 0, 34£ .sen < iS I - 28 a ) 


3l R«udva d prubkma 2 % por el método de En. impettancia mecánica* 

L: cou-juiún de iricvsmientfl titula por mx •- ex h kx = F% wn 

Puesta que F = Fn e* JÍ = Fp <ÍQ3 + í sin wí), 5 L se US?, F par? refreí.ejitai f 9 ser 1 ' «f, la rwpue*t4 debe Sír 
]iTif a düL .r, la pone imaginaria de !íi soLvJófl. 

Sea el «cici dGt¡v|¡i?».flnlea:o -- X - ul- vtLior veiuL-i.Mil - íuiX, el vector neelítvuiáfi *- - u’JC. 
Rírrlplazan'doflstos valores =fl la ecuación de movimlenln dada* 

fjfc — -muí 2 4- iCu)X í - ’ 1 ^ = F<j o = tí -f- 

(* — HUÍ 1 T T0UJ 

Pcrg. X (T^ ~ -Vfcos if- — íw n if-í t donde & = tan mc/íí; - >H,w s )„ Así que. 


X =¡ 


= Im (X) = 


F* 


+ (ev'P 

_ F,> 

V(fc — ÍTlti 1 ) 1 + (fu) 1 


sen (u;C — \f>) 


^T, 


p. oblerna 29, 


32, Encuentre la vi br ación del estado estación arto dd problema 30 por el método de-la impida ti cia m-C' 
cínica, 

Cottio en el proMema 31, sisuuiy sn¿c las valones co:respúTiú¡ n -&tes cu le. ccuarién es movimiento, tenemos: 
iír — mo [ ) -i- ieiL'^X e 11411 "^ — Ft^* 

[5& - (40Í3SS)(ÍÍ)* + “ 10 

+ - 1». -V,-* = zs7 + &2.8 

y X — 0.345 con t¿ = tan -1 (12,8/26,7) = 2S Ü , Entonces, 

X - .¥f , "" T, *' 0,345 a 11164 "* 4 ^ 

\ y x = im (X) = X «en (»í -#) = 0,345 sen flJSft - 28 a ) 
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DESBALANCF.AMIENTO ROTACIONAL 

33. Una máquina que tiene una parte rotatoria ^ simplifica .suponiendo 
que tiene una masa propia Af y lji des balancea miento me, como ¿e 
muestra en la íigura 1-38. Duiírminar la respuesta de! cundo estacio- 
uLirio de la máquina. 

"Suponer que Tíl nláqul na *sl4 JéstrinÉida a moverse Ú fttraffliiHttC en k dirección ver- 
lical. L_ fuerza CF.-rlfugi deluda j[ destaja .leen m ¡din m i¡¡ pane fOtaEiJ.-jp. He Iti rnfa^^i- 
na ís íKCíi' Pues" que íü rartipOuerlEi vetTÍca] de I» reer/s cftT5L r Lfí.ga afeciat Ci movi- 
mlento du Ib miquina. is cx-íimciún equivalenií n 'jfMNfi sen mi. ¡luiidc ¿j ¿s la tfetaddad 
ungular de la parle coi ¡Moría de l:i TnáqJnü. Por Sanco la mnclñn diferencial dé mes;- 

rriiúTiro ÍS 

Ai di 4- c¿ l- kx — u-uv* sc¡n m { 

cjijc es una vibraiiíél forgads anoríl guada. Resülviíf.dv SSlS ecuación- líireríllíta!. corno 
ssftizo 1 Rteriorméste, uaienüíE: 

* = fe i aa a> g. «<„■( - # 

y 1 {ii/lj,i [Sjííí/íd* lj ! 

r — _ 2 L a/hl n 

d-tmdí .j. = yk/M y ■/■ = tan 1 yz 



Por ttjjtfbí ww 1 puede íariJidora^se asmó la amplitud F<\ ée li e.nrilición urmó* 

ules. 


<15 


■ III 



34- 






Ei rotor dé masa m csLá rtíomado sobre un 
masa del rotor. E] rotor tiene um e*cemrL( 
eje i eje o la Frecuencia natural del rotor es 

Sea R ± centro de rotación. O el cintre gcts'mé’ 
rular y C el -enl:- do hittS-u del muí?, caí. se «a 
Iü figura T-3? 

En cualquier miLUUC He k ruLJuidíi. la fue 
m.!rudera ÜC3-,dn •■' eje etiUtico c? kr, rtteflraa í|WC I 
cenirrfuSL cebica :il díshakncca mema es m(e 
I v:.n dea Íjl.-üíLS ceben -el- ■> j„iUk cí deá; qUC. 


lobre un eje clástica, tuya masa es despreciable comparada cor. 
' 'dad c u partir del cciurti. Encuentre l:i velocidadC" ti 
,®< donde íc a la rigidez equivalente ¿el eje. 


.:n del 
, en 

k ruLjniárt, la fuerza res- 
: lo fiterrn 
i- "J 4 j : - 

Jfcr es fli(í + rju* u ft/wt — u¿{* — rtfr 
?íin k?m •* «•’; pdr;jntb. U eco-nclón íe inviene eít; 

, /_ J\ , 

líif (1 —f ) = (uí a i> r = -rr/ "it 

" y üi ;/ 1 — |íü ni,.? 


Fljf. !-39 



35. L a armadura de un rumor etécirico pesa 20 Ib y su cintro de gravedad está a ü,Ol p\a del ceniro 1 
soporte dd rjs. El rnmor, que pesa un total de 60 lb T reposa sobre cuatro resortes, los cuales tlej) 
una ririutn- dt 150 3b/pul, uno. Encuentre la velocidad crítica del motor y La amplitud vcrtii 
de la vibración ds : ; motor, cuándo éste ¿ene una velocidad igual a Lres veces la velocidad críLsea. 

C^ml^nu de íl asi ni ti üii u>ul = 4 [;l?. 0 ¿ - 600 Ib: pul. 

I i frecuencia nm ,r«l 4nl im&Loi c» i^ — v¿/?n — V&ÍO{ 3 S< 2 J{t 21/60 - 62 .- rao .ei: -i 6 1 ■' rpm l J;ir lap •'• 
velacielad crítica dd moioi es 600 rpiii •••éa»e =1 prjbitrüa 2 - 1 ). Para vra velocidad ieual a írcí veces k velocidad culjcj, 
ftifii-M debitk ?! dBíbahmMawienw retaciunal « f ~ ( 20 / 32 , 21 ( 0 .Óff 121Í6-1*1 1 = H,2 Ib 

| '} 

Josué Arturo Cedeño González 
ingeniería Mecánica Industrial 
Universidad Tecnológica de Panamá 
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*D = 


(u/^ 1 — 1 


— 0,02 pifS 


Sé Se übicrvíi que j# amplitud de vibración del sEitarn, mostrado en Iü figura 3-40, decrece hasta un 
^25% dd valor i nidal, después de cinco ciclos consecutivos de movimiento, como se muestra en la ft- 
~ ura |_41 Determine el codicíenle de amortiguamiento c del sistema si k = 20 Ib pul y 

m - tO ib- 

diicuttó en el jin&tctna 2&. para una vibración lihK mum [guada, 

I> = C * - '-*'' 1 ^irtfu.ií 4- 

L.i misimíi nrnjtTFtud eci uiv cicto ocurre cuando sen(wt + $} es ieral q la unidad. Por esto, 

|í¿ rnisíim 35 amplitudes son 


arj 


— ij £-P’nF| 


JC^ = CiS-^HÍL 


La razón 


se-i/rf. = «***"*-v = 


, h'-i„ (J— ..j; 


- f 


íttJ Vi- v 


MS 



Fiff.1-40 


r mía rada con te 
•ei acidad crítica 
e el eje, 



debido k Qpg (íc — i J, h difcrcrt da tte tiempo flnlíc dflte ompli'.udet odhiáctttVat es HBntjtófl d 
período de oscilación y ^ = i/í— í*«- El logarüciiode esta raaón. jl/i 3 . e£ Ln (Wx t ) - 
2 T f/ v’T^"? á, donde fi C^tflniíldn c, f/rviírinctvrw FaíSU'i que Blcipfi.Cier.iB 

etc ümoftíguBmíeiUO c = Sív'fa», ron ocien lío la razón di dos amplitudes cunseeiitLVJS C d dc- 
tfcciniian[¿ loujri'Lrn -.0 ii, -ir conoce el factor íle amorLÍri-.u^LcnCO ¡ Jr crt íiüF.MitiMinuia caríibiín 
se conoce r 

En cs:s problema, x,fxa - 1/0,25. Pero Xt/Xm " (s]/e¿l»sA¡óíWa<HW*iKWí*1* J Ln(#i/n) = 3,lo 
iüjjkId Joj?;i ritmo, .i ambos lado* de la ecuación, tenemos; 

ln 4 - = ln {xi/íC! 3 -i- ln (Wflfií — lie (ar a /rO Ir (jc^/j s ) — lis njx*) 

ú ln 4 - 53. 5 - 0,28. 

Uc S = ü.2S -trtfyf 1 — I a j o-bienifnos í = íl,ü44. Entonces, 

c = Bjv'kñ = atOpW-w^/tartAáKio/as*) ~ o.ofls ib- s ¿ s /p u i 



u! del centro 
c. cu j les tienen 
n.,4itud vertícaj 
icidñd crítica- 

r- Por trtnto, Ij 
■ slijcidad ern.-a. Is i 


F lp. 1-41 


37, Et coeficiente de fricción entre las superficies secas del bloque y del plano, mostrados en la figura 
[-42. es un valor cu usía ni*/. La fuerza de fricción, que es constante, está actuando siempre contra 
el movimiento para producir lo que se conoce como el amariiguümtfffíío de Coulomb. Laiíudle el 
movimiento dd bloque, si a éste se le da un des pía rumien tú n a partir de su posición ceñirá L donde 
los resortes no están sufriendo esfuerzo alguno. 


Suponíamos qim et bloque se desplaza hacia La derecha 
\ se Ceja éa libír:ad; i :ls fuerzas que ¡¿ulC/íis sjn la fuerza 
. dística kx v la fuerza de fricción/wjf- Ementres Sí' = «u, 
: q^s jics da; 

~kn. 4- frnij = pt '■£ a r 4- (ifc/mllx = fg 

etn soluuián. 

b 

¡f — A íos w-n í - B «n t fmg/k 


m 


m 


|| —^WvWW 1 - — rji —-‘■AV.Wa^- ú 



Fitf.142 


Josué Arturo Gedeño González 
Ingeniería Mecánica Industrial 
Universidad Tecnológica de Panamá 
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I CAP. ■ i. 


I'ueíto que -H IVD Süímr'rq es ■ ;rp, fi 


tu i = v/'tf., R dccr: 


De 'lar cDncjeionss iniásles- ¿ = 13, í — xg, Xo = 4 /rap/fc, A - x a /mp *- 

4 = ü, I ™ O p Un fí ~ 0. 

0 Pnf tanto. 1 j «j]uciñr i mía ín fnnriíi; 

X = -tj - ,rvTl g.ík) cof; l-, í. 4 fmglh 
j,rt ¿l cxlrsrrc Je .i cunad ce ¡»ii ¿ido, üh la pus ;_■!(; ti rMre i¿ ¡.¿qué. ...'.. 

-c = -{zt - fmfffk) 4 f-mg/k = -*«4 Zfmpfk 

Sií 1 - eraban.* • - defcitiü ¿ ¡a p:e¿ena;i di; nm*rti.suatUituto. In amplitud del meYjmient.i vq ilismiruycrJo Cvrstuiu 'mir-ts. 1 '..- 
tanto, en la porción extrema izquierda. en t¡ cureino del primer medio oido. 3a distHTiria íel bloque a 3a posLCtón coitraJ tq*-., 
í)(j:e Ttíi hay ei]"u = r ?li idgLflO c-, .ti — lí_fmg/k), 

p^ r ] t stmcEffa del problema, ñ aplica mes el mismo razona míen rn pata <1 movimiento del bloque Fuaa la der=^| 
cu un desplazamiento inicial de xo — 2(fing/k) desde rl centro bada la izquierda, se puede caite luir que el bloque ll?gm 
a la posición cNiíemii diintcM, U rlhuinéui desde esta podcián híít* po^iuLón contra I ser A xt.— M/mg/k), 

De modo que en cada medio rielo la amplitud de vi&adón ba disminuid* en unn. canúdad 2E fmglky FinalmeTiice^ 
bíoqut quec-irá tíi repasi* di ul¿ de fus posiciones £«ri.-TUH. Esto suoeilerú un pauta» eoir-t» i a arn pillad s^mr-ot «*, 
fi,,*.'*. debido .i que aquí lu roería de fricción si SUÍlCtCflSetHente gíSfldc r?in Fula Ucear \ fuerza c'írcioa por los f->o 
'per usía razia d movimicsto tío es armónico simple; por el contraria lu forma de la cur*¿ dcsplazamieíilo-t¡™pü canitii^. 

cadíi ííMíltO cll-Íd . 

Pam determina; '.a r'rKiiepria natural arr.orcie. üda del bloque, -a secación de —.ovimLaro- « «civ.’e: 

mx I — fmgfk) = b 

Jt -fmgfk, eniojiccs. pítelo quB fmg}k u una con^nte. » =h y Ea «uüciím de movimientc « 


Sea r' - 

vierte en; 


4 = ü. 


de conde 


- yk/m rnd/SCB 


p«r MB!¡auMnw. úu«t« dar» que IB Ítsmíbcíb M»nl umoiliiundi *i Sloepts n Is»bI » Ib ínttiKno» ntiutsl 
uRorliflI&mteil». R-urt»*.. IB TrccLiBál deibncit* * n siMU n» ««SieWfa pw ««WKlIBMIMI® conun 


-p I 

B: 


38. Dos movimientos armónicus rfe ipnil amplitud pera de frecuencias íiseramerne diferentes se ima¬ 
nen ¿obre un cuerpo vibrante. Analice el movimienio de; cuerpo. 

>ea ÍL = A ¿os ni! r xi = A coi,,(ui ■'■ Entüncas dmtmiiHentoeleUutsrpqúSlasupcrpmidÓJLdeto vil 

OOJ1«: f 

i ^ j?, 4 sci — A eos u¡¿ - A eos 4 iü) f 

— ,4 [coa w¿ i- coa 4 Aiííí] 

for iHgoiKWiib. cmíI \suAv ~ ftflon J(¡P ■ kimonen- 

x = A\2 utJ, r -A(of 4 oí 4 ¿o í ) 1 eos l¿tui/2j ( 

— ¡2A cüb ÍAiii/'2)í] co^ ítí 4 

Se observa que la amp4ita¿ de x fluctúa entre «re y 2A, <k acuerdo ¿^n el '.éraiinn 24 eos (lo/Su. mientra que si r* - 
miento general dexaunaundaiOí-JiiuscíiditE de frecuend* aneulpr lj«itl a (« - Aa/ 2 ), E«e fltoiJelo e*ptelnl tk tra^vlr 
ltF se coruja como faé™™ dt pulsación Siempre que la ampEtud V^us ai máximo so dice qu= Uy una pulmón- u 
cuenria de pulsad^!, cetsrminada por dus ampliXU(ía mis i mil.- üQtUiWUkas, ti i*uJ u; 

.'üj “ ü |ú ¿i.1 


/* - 

j- ¿S ptrErvdn T “ 1 ffu ~ ¿u nfjs- 


Ü «i 

z“ -J = zT «'«r»"» 


i¡r 
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Una excitación periódica, canto la t| ue aiuesira en ta figura 1 —i? > se apilc-j. a la base óeJ sis Lema 
m as a -resorte 'autor t i g uacta r. Determine el movimiento reüuEmntc de la masa ni si k <*■ 40 lb/pu| t 
„ r = iQ ib-egVpui y c = 20Ib-seg/pul. 


( '[iniii£t:ntr(d, pj. 
a "OSiíión coi erial v 


{ti hdtjíi la derctí 
iju—d bloque ILeoarU 
■Jjf/A). 

r.r j. Finfllcnenle í 
li J ¿Kt ulCnQr 

:U -i JO i lúH rtiüffíx 
Onliü-LiefnpG 


r, irnicnm vC eos-' 

| 

¡cuín da nn;iif jl na 
línti; ccnsian;£ 


; nles se m pe- ' 


JÁi -.^n LC ti O S vi.til i 


, i 

e '15 que ^ CliQVr- 
n ni de movírtiJcrJí 
:> ptUssrw f, ’ g frr 







Fig,1-44 

El movi-ien.G- pirifldiüG “n ¡centra puíds- rqprrstfHarse por 5 =r;.cs di -'nnricr, C3m.o l?. SU fita <lc ÍOS nmciOJies srasó- 

F[Í) — 2 (<f» toa fruí 4- íí.. ?n TT¿jf) 


n en forma dcsílfrol I ac 3 i- 

F(t) — c« — di cúsmi + Gt ens2u¡í 4- - ■ L — bi sen «t + b* sen 2«í + ■ ■ ■ 

donde cío — (1/Y) | F[t-) dt f a, — (2íV) f Fli) íhb tíu£ rff t — (S/r) | F(t) Sin Wüt 4Íí f 

t = es el per i o do- d C í" il ), 

rora C 5 ÍC mC^imiciHo periódica de dientes de sierra, Fit} = t y r = 1 . Fníonces, •. s fl = F (l) = j y 
y* = ií/r) í Fl.Ó £ÍÍ — f I* . * 

~s '■'o 

(K — (£/?) f Fíí) CCS Ttüf dt = 2 j í IÍCíS Ílaít (íí = ú 

i). = (Sr-}jf F(t) sea fluí dt = üj í se-rt «ui ¿i! — —t/W 

f J Cr lUiiCU, el desarrulLo de ¡hs satos -de l’oursei de , P) es 

y {i} - ^ - (t/ir) ^ sen nuí 

Apíioandtí SF ~ reía l este aisiema ciado. 

m 3í — 1 iíC# ■ V) ~ — y) j h¡ " f t’i -- ¿j: - c¡a + ky 

K 

■Jómís y = -- ^ {íj/—> cu tíluí, Por tQjnio,:[a ccundia de roHn:cntó tí eojivitrle en: 

mj? -I- di- t kz - e j - ¿ íüj/tt) cuanui + k \ ^ — (Vz) (l/n) rscti n^t \ 




k . c¿ 

- sen 7I-;£ :-..'ÜJ JEuf 

^íl w 


Pc. r ü ■( ¿<n n^í — 3 e-Oj rtMi - \B* nen + «¡oítlnnde $ = t^n J (í .-1). LnComees, 


cy i- ky = k/2 — [1/-) 2i T rnV 5CC1 (izw£ + ^ 

n -1 

donde ^ = tan “ 1 fffa/lfj; y pues iq que = k/m, í = cf2ftiv, t aitOjJMS. 


<¡í -■ = ft/2 - (1/r) 2 (WVl -I- sen {ttof 4- 
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h --Í 1 Si ll fuerza -ípre^ y :.i itópuesta del «taca Estación ¿r«> scüle. d:^ü..ú:lCí arunrioT*» es: 


f CA I 


s 4 - (iw 2 íw 


r 


i - 


— sen {tijí- — <P) 


cmdc y — tan.' 


*\jj (.1 - + {‘¿rnf)* 

■•..i--’'* V 

Par a eitd c jíü paríicsiiar, ¿í* = Vk/rn = y40/1G = 2 íad/scg, r = WVi = 1 / 2 . = ftEr i" — c/ 2 irt« r 
20/(2 x |G x 21 =- 0.5. Sustituyendo «toa válor-e-, ¿n la ecuación de movimicnio y simplificando obiefitincii La repui 
del í«n.:u l~v._i kiuikiAri^ He Lft /?i- 

* = 0,5 ij.JftS stn {6.24/ — 7, I o ) — 0.115 ‘■sn i i 2.43/ — 2h.5°) 0,034 sen { 13 .9¡ — 74, <-) . 


TRASMÍSÍBÍLIOAD - ^ 

40. S n ventilador centrífugo p?3a 100 lh \ llene un desbalanccíimiínto rotado nal tic 20 ib-pul. 5i 
amortiguadores útil liados tienen un factor de amortiguamiento £ = &X determine 1ó$ resortes i 
deben utilizarse de modo que sólo un 10% de la fuerza de desba lancea mié ruó se trasmita al jj 
Determine también la magnitud de iu fuerza trasmitida. El ventilador está girando a una veloci-¡ 
constante de IÜÜÜ rpm. 

L l f.jcr¿a lü:aJ nqsmiiidx =-. |x tima dt ¡aí rcaccld-nt* un ios esu/cnici fIj:• J . úd resurte y Jd anioruuuaiLrr. 

f\ - fc* + 

.15 tor«Lici rstií b v¡araíwjTii dd citodn íítuci Jilor.o difundís a n«* rior:n« me, la • nipls-ud ile la vibrs ■ ■■• 


*VÍ! 


ufa (w.s - #} 


Plí co£vcr.;cncís. ■«“ jc. 


Vfl-r) 1 + (2ír)= 

. i 3 er. tur — OrU en:cnc=í. = .-!« eos í^r vb - 

P, = kA ¿en (u>í — o) 4- í/Iluí coa (jí ” y) 


O 

i_ 

03 


Paro Li fuerza di! resfríe es máxima cuando la vetouidüd Cí igual 1 ícit (o sta i}L?í ¿I ’dcfl'ptíizsj miento 44- ítJMi 
n- enlni ■ 4 US la >iír 7 a di jmorlkuiirr .ííltc es rr.áxirr 1 i¡u;r.di: íl rU’: ; pin nmiiir;.-, es igual 41 cctíi {n -ti qué La ■ :lr-' la 
iniximaj. PléSÍO que Jtl resii/[C tn áy.auki TeuLS tan la fu en? cíe amurtiguimicilto, I ft :elulc. .. . 

timti que ve (rflsífüte *5 Av'/í* + (cw)*, t'Rteaccs, 

F t - A VF + [ i 1 eos \ li 1 4- a). $ = tan -1 icjfk) 

La ira-misr¡iLL¡djd TR, qúE Es ln razón de la máxima rüírm trasmitida a (a máxima fuerza impresa, turna Ja fa 

"o 


IB = 42^.- t 

I 1 í 


T 4 -"tftK. 

Pí;o 1 = x T p¿:i [? ■ hrL.iun ^íl estJliiu :Ujli-:lU-Ii-... pr:r Ljn!.> 

TR = 


VTTíw 


0.1 = 


yf\ + O.lCr 1 


v''TT 


- Sr 1 “ 


ÍMt' 


lfiV* - Í50 o 


vTT^rV ‘I- [^rT r ' 

durltte r >—Y ?í “ í/2)h4¡h, y í K, ^ 0,1. EmLP/I^úíi 

2 "I - — O 01 u 

r* — 1,84 r'* + 1 " * 

que: fsíís iJü r — ’T. La.unces, *hi = ü/r — L03/?,* — 2^,4 r¿d.-'se§ y 

k - »i«; - ROOjí2Wi«29.-i ='ísa.2j<i2> — aro ib pul 

(0,i;.í£ú)iiW ^ 57 1U _ 


iiri pli tu d de ln fu erxa (ru i:; iit jU.i F. - (f .1) f m t* ■ * 




41 , Con d fin ác dtmtnaf :éf movimiento vibratorio tu los i mlr Limen tos, los tableros tic inánime 
se rnontíin sobre aisladores, tales como en ios aviones. Si el aislador, que tiene muy poco artic-. .i 
miento, se deñecta ¿ pul bajo un peso de 50 Ib, encuentre d po roer taje de movimiento trasmití l 
i.iblcro de instrumentos, si lu ¡hración dei avión c- de 200( rpm. 


Josué Arturo Cedeño González 
Ingeniería Mecánica Industrial 
Universidad Tecnológica de Panamá 
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TU - 


vTT (á;y) a 


... v - , r.-lma». Perú di birlo i* que d iijionigutiniiemú presenta: es pequeño, f = fi y i - 0. 

005(1“ f ^ ■*.' - ¡> 

Uisncto úh - \ r k/m, donde ¿ = Ff&e n,, lencpMj: 


x 

mS. 


RO 




= 305fi (rao se£i ! 


W. ■ 


Ih 


0 ¡r _ 55 j 2 - = S .55 drios/seg o i-?rn. Entonce» r = ///* - 2800/531) - 3,77 y 

TE = -r4 = ^ i". - o.m 


■püL si k : 


Por lip 
memos 


i J “l 11.3 -I 

-n u1ili^0íl¿í? aisladores, Í 7 :iia^sri[t sí imi-miie un y.7^ clri movimiento vibrar0TÍO del avión al lablera de jnsC.ru- 


3 resortes 04 : 

LrEsmiU u\ p[i<§ 

un» vcJccirtr INSTRUMENTOS SISMICOS 

En la figura 1-45 £j¡ mucura un modelo getim] tttíHUída pura Lu 
medición dé vi tirado futrí. La base ¿e sujeta sal cuerpo, el cual tiene 
un¿ vibración desconocida -4 sen .jf. J_=Lu cíe e í: jnovimíénLo del sis- 
tíom v su apIjoiiL'ión en inhume moa dbraiorioSr 

Lll PueríUs que acIújii sobre lu mü SCr. 1(1 fuer/u riel íífiCr'.e. ki A - l ) 
|_r t _, XJ ) y \-¿ Tuífía (is amúf[ipaar-:c-Lü. L-(.r — XA, suponittlda que X es ma¬ 

yor queje:, Luitiande S F = ™¡- U ecuüciún íld (« 0*1 míenlo a! 

-Wari - Mi) ííij — Sto) => m ¡fi 


níüguador, 


ü t lu vibración 



Fie- i-ts 


Oto ts 111 A.r: 1 nc-.i 
1 que U vdiKidüUrft 
iLf:a remítante ni- 


'esa. Icrni Id ínrn r 

' I 

-I 


m- 


&x 


dx 


-—- -|- ¿ —— — kx ” — ni 


rff 3 


di 


dP 


Sfip «1 iPíOVímicnirr rcUXivn x .ir = -ir: rttt&nM5, 

ir, jr t Y i?, = x — X 3 

v ’ü ecvaciín de movimiento toma! la forros 

= o 

ár/ °dt^ 

Heru JT: -= A sen ¿jí e* la vibración deü cuerpo lii'fc; sustituyendo, 

Wl ■+■ c + ttX — TíiAñj 3 ?-cn u í. 

quifi* íaecuaeite diferencial de irtovj inicíllil múdelo para vibrjoawt forzadas, donde F,. está remplazada por mA w La 
hj'.pUcM.a lideiUdo csuelneaíiu es, coma nnies, 


F* 


ser, («i “ 0>, 


í¿> — inri' 3 


¿« 


v'iA’ — iítu*) 1 — (cw} £ 

Haáendn F, - «; = khn, í - c/2ríto>„. v r = «/□,, obtenednos; 


ir — wiu 1 


Ai - 1 


- 


sen — -b] 


y/[i-T'r + {2iry 

AjjuI es Ea frocueneia oaiural de b vlbraeSón recada, miento-; que ^ es S.i l'foruepciut de la vilrraeiin de^óncrddn, 

Si tu. « p«rut'ñri. te* decir que la cuiwUinlc de dasdctdad as pequeña O h ma-<i es grande, pu-slu q - lC l. h = k/rr,,. 
la raann. r = k mío' grande. La caprtsiSn pam x p . di vidieridq el numerador y c| denomíoatior ptw r\ es; 


A 


-en (¿jé — 


;H'’ instrumeiii^ 

? o Limoniguj- 

1 iv trasmitido - 
1 


vT/V " {2 - 4j)/r' + 1 

PüCRío quc res griildc.il denominador de lu expresiín atuífior « üptuAiuradamenie igu^t a la unidad, e menees, 

2í/r 

x P = A y ii = l&P 1 2rf/(I™r*) tan 1 j^^a) —~í_ 

To-r caiuo, ^ — ian - - 1 = 180°, lo cual SL^eifica qut los do: morimíenlos filón defa--idus lS0 c O Sí3 que í;! = — A 
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SISTEMAS DE L'N solo grado de libertad 


[CAP. 


Eil vihr0rnet.ro, un lipo de imiruMiciiLii i[imico, tvtec uso di este ptjuorpio para medir La íimplllud de tna libración, » 
m&vimicfUg relativo entre la mdaj y la base, se registra generalmente per medio He ana plumo que comprime un cilindrA 
rotatorio. J Jetudo ¿ que la frecuencia .utui¿L del vibróme!re se «coge de íorma íj| -iílc ¡cná¡i un valar psquüho. Ja a.oip. K 
tifd de vibración c* Lgütd ul mQVlílBfllItQ relativo registrado con una diferencia de fase de I 6Q b , 

Otro [i,Ni de ¡nStrcTTier.10 sísmico. el aceleróme;ro, q-e se _sa para medn La -icdé/tici ü n. llilsza el ftsrrc pn "í’.pic- 
En hígar de mtHíar resorte* blumb. *e uiiJiian resortes muy duren ;oe el fío de obtener y mi fircuí ikú natural alta. fin «ktp 
secuencia. la raiúr* de f r ícuencias r será m¿> pequeña La íi presión pj"a se convierte en: 


Ar 3 


Ar 1 


V(1 ■ rT - (2í*fi* Va - 0) 1 - n 


= _-lr» =t AaVa 


Pito A* 1 es U amplitud áe la aceleración del eaerpe que .«hra con x¡ = i sen. uí. fior lanro, e: moví rento reL-aw s 
l. r. l iTicriid.1 de lü ucelciación 


43. Un nxogedqr de vihfJi%ii>ti« tfimpl i ñutido en un diste mu mii'^re>orLe, como nm«tr,i en III figurtí 
I -46, sí usa para medir lü aceleración vmiral ci un tren. cuya frecuencia ventear es de K 1 rad/Sí^ 
Lü masa pesa 3,136 Ib \ el módulo Jc| resorte e.v lüü Ib. /pul. Lu amplitud de movimiínto relatU 
medida por d irislrumertto. es tic 0,í)5 pul. Pn cu entre tu aceleración ■■ ■crtiv-sl mu.ti mu del tren. ;C u.- 
es la amplitud de vibración del tren - . 1 

Del probíenia 42 . la amplitud cLeí movimiento relativo di la «SI-: dílCS 

por: 

Al 3 


Vil - r*p - i:2r¡y 

PlísIo que eité sistema nn nene amOrtiguamicnTO, 


Ar 


Am 1 
■1 “ 


1 - r* 

donde r -> u/um. Por Unió, lo qeckradón verdcul írtáubnit del tren cs~ 

Al* = x r {al- *ñ = 0,05 1 i 1 m [28ó )flM (W | 495 P L.« / seg' 

1 .i amplitud de vibradórt e>. 



= 


Q,03 


[10-00 0 -190) 

'”100 


Ful 


FIgr. 1-4S 


44. Ufiu tníisui que pesa 3,SO ib es tu suspendida en unu cajú por medio de un rowrtc uTiicaLcuyu eun 
tante k es tguol a 50 Ib/put, como se muestra cu la figura U47. Lu tuja ae colora sobre un bant 
sacudidor que produce una vibración x — ÍÍ.Ü9 sen 3/. Encuctitre la amplitad abioluía ce su íüillíj 

La ampIlUid del móvimiento relativo ae la mil:i(á Jada pOi .1.. llív.u en 
el pfcbkilla 42, 


= 


Ar 2 


V(1 ^ r’ 1 ' - [Srí) 1 


Cnmo en la tnayoráa de ln.s ?mblernas de kgtflicna, el anirtii¿u-micniD Jebido _ 
U presen el it dd ave üs dciEweúLQ blcL par unto, en este caló d í mor tl^ua^iertto ne 
es etcgiívn. EnLúcirtí, ^ Flí 

r " “ T- ¿ 

Jtínde r =■ u/hii.. fiero u' -» k/ni * 50f3L2^ — dlXi ífjü ,^eu) : . tu — 
3 rud/seg j = ü 1 {rall/síg) 4 : en <; jnSí^ueriíta. 


1 


FT 




V 

■"T 

ua 


miiiduL 


PÍJT.T-47 
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sistemas DF UN sülu grabo de j ibhrtaU 


Ai* _ A* 1 _ _ nnniítnnj 

** - r-“P " " &üü^9 " O.OOLfl P u| 


2 ? 


I :j. J [ í . j 


U amplitud abailum di la mata m x\ = *v ~ A = t\M!6 4 - 0,09 = 0.M16 pul. 


jS Ufi víbrúmílrfl, cuyo amortiguamiento es despreciable, so emplea para encontrar la magnitud de 
U vibración de La «f ruciara de una máquina, EL vibró metra da una lectura del desplazamiento 
relativo de 0,002 pul. La frecuencia natural del vibróme tro es dada Como 300 cpm y I ti máquina 
-rp, :: LOO rpm, ¿Culi será ín magnitud dd des picamiento, velocidad v aceleración de la parte de 
la máquina que vibra. 

r ;) rn -c discutió ¡itLEírio^nenie, la amplitud dd movimiento relativo di la masa está dada pof 


■x. = 


Á f~ 


Vu - ^ i (síj)í 


1 :ra en la fiuut! 
■. de EO rad/sej 
1 '.cato íeL lll 1 v 

if dd tren. ¿Éií 


dúfldc A » amplitud. r “ vfa** t “ factor de amnrtiguamiEnLíi =- c/2m u*. CírrlU d ÜffiürEipiaEnirntn es miiy po«, 
( = 0 } i = Ot entonces, Ar 3 

*> ~ 

¿anda r - - ICO/JÜO - 0,m Por ionio, In mngnimiJ dd deiplüzainkrtEíi e. 

4 „ j^(| _ r - 0,M2<1 - ¡1,533 3 > r ó I /9) - (LOSÓ pul 

la mtiginiLUií tic la vdoridad es; 

Aui = ipjt-rVr - O<OL0{l4Ú(W6O)| = 0.17 poj/seg 
y la migJiUiid de la actlcradAn es; 

AJ = = 0,0H5-u ! = G,Qifí(IÜSi - U4 pul/scg 1 


■> 


’i 1 -46 


Problemas propuestos 

44. Dtmuíiire que la üutnii de des metimientos imdnifto* d* igual ftottctid* pero con Angulos de lase diferentes, también 

Í es un moviiitiunio armonice do 3a misma frecuencia, es denr, A eos «í 4 S coa {«í 4- e>) — _ eos i.at -i- 

4".^ Demuestre cae laetuadon de mov : . 7 nienu> de los dos sistemas simple* ma&E-resorte mostFados en ks Isguras !-*>'.«>> lT8[Aj 
ri j» mísm^i y es igual i l:i del sbnsma musirido eo la figura 1 -4Sí<r>, 


>l_a de Ja moa 




.i Hl 



Z 

íllilldl) a p. r .on ¡crido que el péndulo de un reloj sigue la Morid de] péndulo sin'pie. fc uu¿3 ser! sü longitud si licite un periodo de I se* 

ip-l'J 7 ” 'jo? Retp. L = 9,33 pul 

■> f; 

t*’ 
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tCAf.-j 


SO, Um chapa ULlidrtfdi, fcorwgíne* tic lado i pío y masa m est¿ ¡uapentLiía del pum o medio da uno tJe juí lides, ce mol 
ministra fin la Usura 1-50. Encuentre su. frecuencia de vibración. Rejp. u„ = \/TffJ5Ltiúfysg [ g 

4 

Una varilla, rígida de ¡ksu cLeipreeiibk csii rcsiringída a oscilar en un plana vertical, comn w muestra en Ja Jlgura |.jg 
Determíne la frecuencia nmufa] de la masa m, fíeip. w. = VW&m rud/sEg 


I T 


¡r- 


!?■ 

' :-¡ 
h ii 


i I 1 

i ji ' 

i 

S: r 





i 


Fin.t-S2 


h V 

¡r 

i'! 

M 

(s> 

SJ. 

■ i i 

fe 

m 



35. 

l *, i!-« 


i- |¡í 

56. 

lláf: 


■ * 

Fí. 

w 

58. 


+ 


I 


ÍJ/ Un cilindro luijuúgéntM de inu^a m a.il su\penc6do por un resarce defloniiQjite ¿ Ib/pul y una cuerda I ncM ensible, como JE 
muestra en [a figura 3-52. Encuentre En frecuencia raatUíai de ‘ibi'JCión del cilindre?. fletp. u, = y 8W3m 


í.;=oric de censtilrtCii k Eb/pul y Tcpcun sobre un plqníJ ¡ndifff dtí. -u■ 
rr.o se muestra ei \z ¡igurs 1-53.. Sí el cilindro lUedu ú r. desligar, 
llemucUFB que .« fteCucnn 1 de oscilación es \ftkf3m rad/itg 



FÍ|Tl 1-53 


c- movmikacn ce la esfera se restringe a un plano venicrj, :om o s; muestra en la lig >ra 1-54. determine Ja frecuencia -«.« 
ral de tediad ún de la esfera.. faip, u 4 — Vüffj'Tfií! - r) rnd/scg 



en es 


f*\ -1 

Á v y \ 

ífN/ 1 

r r 

L "ífif J 

1 

v. ™ yi 

. t i 

3 r 

! 

-y— 

Fi*. 

-55 


k¡ 


M* Pwu ¿agido» tl e oscilación pequ etos, encuentra «-.i JVerucnda üc n sdladón del sistema rute tracto en !□ figura 1-55. 
Rtsp. *í, = t/ í2itfi -r ít2kt}fm rad/se® 
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^ R^ctva a problema 24 por el utÉLodc de La energía. 
í UiC Sa | ty dd ^ovimimio de Ncwwri resolver el probkn* 25. 

| 3 R«u*tva = I prAlnna 26 por el método de la ««£*. 

M «tfl pivoteado en d punto a comí se muistra la Güura 14& Si Ja nasa & La w¡]k « 

cía ble y La-' oscilaciones pequeña^ ennienire La ÉÜIÉtif natural amortiguada del pdndulii. 


ir *-&i 


r-.i BpsjbJe, co-íflo£ 

red /ilj. 




j* 


iíi. i L-JS, 




_ í w±^ _ r±gy raJ , se , 

“» ^ <\j - l2mL*J 




Fíí. 1-157 


W.. VJJLlI IlliUtf u«- -u *U Itwvü- T - 11 - ~ . , , , , 

ngura 1-S7. Si eé apLica una velocidad de 4 pulpes a la masa en su pación de repaso, ¿culi ¡teri el desplaza mienta si 
fljiaJ de! primer secunda? Res?. 0.0013 pmL 

65. Demuestre que U nasa de un sistema sobreamoriiguado nunca pasará por la posicmis Je equi <bTic- esiáiico. 

(di íl íc k d:: ¿nicamrnit uh despEazsmkiíii! ifútiüÉ; 

(fr) si se Le da iini.L-ameni£ una vebddad inicial- 


natwj'al dd sistema» si ¡i masa de E¡t v L ga es ai, 

rsd/scg 


Rtsp. v. 




48SÍ 


fitf - 

ÍT. Determine la fretiiMcia oiHUU de vibrad úti de ana masa 3f Eujela st eslremo de una vjpt en vdadúo que time una Ion- 




gilüti L y tioa masa m. trear.do Ja ITIBSa de La viga no es despjeciabk- 
Resp. y„ = 


" \ 


3 El 


L 3 (U 4 - o. 23 e«t) 


rsd/seg 


L$ figura muestra un bloque recia nenia; Je masa m. que repbs i sobre 
una superficie semi-álííidrica, Si d bloque se Leu.T i na ligeramente en un 
ettiema. encuentre su r'rccuejicia de osciLa-dtln, 


Rssp. 


- i.r, Jír. r *Wr . „d/«* 

\ 4tP + & 


ft 

£ 

1 

6?. Un hinque de maáfl m «ti soportado par un redarte de can si ante *. el cual 
a iu ve7 esta montado subís una base dé peso dcspreíkhle que doné Ull mo¬ 
vimiento armónico .4 *en ,¡¿, hadw j;rib,i y lucio abajo, en mu ¡¡e mutltru 
ca la figura Ió9. Determíne el mav’miento dít bloque-- 


Rcjp. x = A sen »•( + H 003 T 
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-4 fl sen ut 

I íkl/taíO 1 
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n 


r 


•i 


w. 


ÍC 


A a ?fln ujI 


!, ,1 




Fifí. I ¡59 


riff, !-eo 


,s ' l¡ntflltí'■ 60 wdH,fo “* m * m mmm*m »*«.»i ««** 
*«*„ = ¿ p sew 

Ü,l 

7I + ün íiBíema íimple mnEa^rcsgrle de un ¡kHo arado dt llli«ía(l <~-tA i,*u ...__ . 

2 r Tf a r °“" uaire ^ 

““ * 11 k* 0 ** fue ™ w '* n s u ra«n. ?ira formar I» uhiit) de ¡i rundín Kiern'cMpJeu. 


72. iCail ittí Ja mpW* del diado auáanrLa ík la .nasa en k Jlg^ra MU, si fe fondin Atftzí «£ 

./(í) « JO '■en 0.5( + IOeos j.Sr -r Ki¿ín r | 2 Gcoí2í 
siendo * ^ 10 Jb/pii! y ítf «. | Ib-scgVpuL 

flíTjP - x = 1.03 «ir 0.5; + 2,22 ; 4- 1.29 coi 1,5; + 3.3J cu s 2 ; 


CD 


CU 


U 2ü™ 'I 1 .** “MS? w * 1 ™ *1 «*•“ #MÍ * b mese „ * 1,2 pdly le „*««, * «*„*, 

exoneran armoncea LO m 20t es 0.02 pul. ¿CuúJ es cE peui de ¡a m¡LMÍ? ¡5 ,3 fe 

1*. EJ riüto-i monrudo en k fisura l-*3 Otóla ow na marímitófcr «rmónko * - A eos dcnsiu de cadlindrn di 

o 

co 

(D 






V(t - ««')■ +■ (<*)■ 


= to,-, (*-+■) 

*p> 



Fijíltl 


4 cera «í 



-l ■■ 


KJ(f. 1-62 


i* - 


!&r !ar 


Fig. 1-6.1 


”■ * ’* " p, ~ Btad4i - *" todt Fo "' kr * 11 -* «“*»*««fiíto <*m 


f(t) — í | ttn_t + sen 3i + *■ «n 5f + i sen 7t 4- - - * \ 
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I im cuatro primeros tómilnes de la rcprtienioain en sícic* ele Fcswicr de ln oeidn triangular que se mucura 

|' ír en |u finura 1-W. j i M i \ 

tif.-. -- _ _ ' cefs £ t — eos 3 t T 17 5 f T — tos 1 £ “ ' ■ ■ 

£ fttsp. ¿V 1 T t g- a' 7 1 ¿ 


» 

Íí 

i 


Si .veri el movIminH 



Vi 



no! 


Fi?. 1 -6ñ 


|L, L'na «¿ilación periódica, come lí 3 míe -C dio ín d problema 75. «lA Kiuando sobre in úiLeilM simple miKl'rtittU 
:••• dn j-or uiu v,h •: ’ ’ y gU í vibm,Vmo ií £MU ^ lí He«rn 1-65. P^ic.inlne u vibración del cainita «fMifflMrin del Pilona, si •• m.,.írii:«0 
les de las Cfl fe k, es ¿O, vale ? v u vale l. — UGO 5CL1 r — 0J4 sen i,‘ - 0-0-d ¿en 5f — . . 

"' nj, r - míl!í r ¡-^a 20fi Ih y cs:á girando 5 una vdúc;dad corara rile de 1S00 rpm. Si 1==. UasmLüifcilidníI de Ja fuer?» entra d 
i" '” motor y Oí ± niso a 0,1 6 IfrX, ¿:uAl iífd h comíante dfetict de Ja ¡irnifiduru del ¡notar.' ttap. k - 1700 Ib/pul 

«79 }Si un «fttáM&sO que pesa 2000 Ib viaja * una velocidad, de (SO millas/tora per una carretero, escabrosa cuya iujwrJleie 
voífd simia acalmen le É0« un perkdo igual a 16 pies y Ur.a amplitud síe £ pie. determine !u «León di amplitudes cM uuto- 
niovit, manda cu-eada y ruando esta vacío. EL automóvil pesa 500 Ib ruando está vacío, y d taor de amoriLéua- 
mtenui f e~ 0,5 cuando está cursad* R-win de ampiado - Q,$8 


Mt,'.;Jún deh.'iid ft 


I eillndÍJ-ti de rtiflia 1 
ím-irti^aacnientO 
I lÓD. 


Jéi ', Un vibrómrtro que tkrw una frecuencia natural de 51,4 :ud/íeg se emplea pera medir la amplitud d* vibíieün de una 
\ ' ;Vlrt ¿ ce una míú'iinfi Si el ¥ÍbrÓrn«;o di un# lecrtrra de 0,06 pul. ¿cuál es La amplitud de vibración de la pane de te 

kfip, 1JJ&45 pul 


parte ce una míiVij 
miau ¡na corsid erada? 


I 

! 

' ír 

i - 


n ' 'fiuiiín trnebrucL 
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il .i 


Dos grados de libertad 


INTRODUCCION 

**£ “ #rd “ adai *™ d =‘~ “ * II 

ía I Un el sistema masa-resorte i|uc se muestra cu la ligura 2-1, si las masas m v m . se res» 

dT’^LtT'r ÍT’ * ncwsi “ P0r lo m “°‘ urla w«*n»di *ff) para definir |¿ ton 
*f„A ?,*“ maSaS " “ n in,liU, “ cualquiera. Así, el sistema necesita en ton 

wwdenadns para determinar su posición; este « un sistema de d 0 » gradas de libertad 

(i>! Si la masa soportada por dos resortes iguales, como se muestra en I» figura 2-2, se -es: 
‘ ' I,ÍJl ' trse en un piara vertical, se necesitan dos coordenadas para determinar la configur 
del Sistema. Una de estas coordenadas será an desplazamiento reí ti lineo, 0 5ea el desnlaám 
de la mmjrffc U otra coordenada será el desplazamiento angular, ((o. que tiene ce 
con la rotación de la masa Estas dos coordenadas son independientes la una di la otra; en 
secuenm h este sj alema de dos grados de libertad. 

U) ™f ado •" la Ggura 2-J, « Claro que se necesitan dos coordenadas 

«Tlí » a^'iTi. ' raasas mi * m - « «O Instante cualquiera v por unió, ai sis 

- V ** * * 0 * m ^ posibles pares de caorder 

O 

o 

o 

(/) 

(D 



Fig,M 




Fig. a-a 


COORDENADAS GENERALIZADAS 

-I. ÍS de un mr^r”“ "“ n '°™“ te - “ vecei » I**’’'» detarminar la configuración de un sistema 
SSádS P f d L0 ^deimdns independientes o parámetros, luks como loniiuid, ángulo o aJeán c 

Z-ZT ' m qU ' Cra de " t0S parB de * l»«do denominar cLdttuJL if 


¡f| : : i 

¡i! 
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U 


lo 


IvíODOS NORMALES _ . . , 

A n dfi do ^ gril j ú5 ¡iberiad existen dos ecuaciones ae movimiento, una para cada 

I . ™ “ «Vitada par, un sistema de dos grados de libertad, hay dos frecuencias naturales. Las 

. nata rales se encuentran resolviendo la ecuación de frecuencia de un sistema sin amorta- 

¡w^enw\> !a ecuación' camcierística de US «**» nmorUgundo. 

* ‘ ,, Jo taí masa- de «n sittow «cilañ de Sal forma que llegan nmultaneameme a las desplaza- 
L ' , . . ir r , nT =m S cuntos de equilibrio también simultáneamente, o sea que todas Us 

lEcntos “ F' _ ¿tfto adiando en fase con una frecuencias tal estado de movimiento se 

(¡partes móviles oei listel 11 j 

\ llama »¡ 


odo tuintid O modo principa!* de \ihradótí - 


pjaicíOTi se 


, h J COORDENADAS PRINCIPALES 

m demore es posible encobrar un par particular de coordenadas, tal que cada ecuación de moví- 

Í * : . Énit’imente una cantidad desconocida. Entonces las ecuaciones de movimiento se 
S £U¿ independien^ un, de la otra. A este par particular de coordenadas se le deno¬ 
mina coordenadas pri ncipales. 

i -2 íc rcjtriJcOORüENAOAS DE ACOPLAMIENTO 

■ lá'conflwracl Esíí <£ un concepio de acción do acopíamele, donde una vibración en ujm parle del eterna 
e ¡espíazarrbe«S¡nduce otra víbftóíi en ÜM PWW d»l mismo «Mm, debido a la fuer» trasmitida a travos del resorte 
(1 ■ llene aue jL del amortiguador de acoplamiento. En otras palabras, el desplazamiento de una masa será pera- 
ela oirá- en Jlbidc por otra masa del nrismo sistema, puesto que están acopladas. Hay dos tipos de acoplamiento. 
* '[el acoplamiento cariaco debido al desplata mi «no estático y el acoplamiento dinámico debido f las 

foeríun de inercia. 


;■ rd tetudas p.d 
libio. el shti 
* : c cooedcaad 


eclaciones de lagrange 

La bc nación di tagrange en su forma fuitdamernul para coordenadas generalizadas qi, es 

d&lEJC-) 3CE-C.) _ L MF-PQ 

di 


ptfi 

’í 


+ 


«E.P.) . = Q, 


dQi 


$qt üqt 

— emergía cinética del sima = Ííijí.’' 

. =. energía pOLenciul del sistema 

- energía de disipación del sistema = |íír 

= tyerza generii U/ad, esterna que actúa so [¡re él Stsiem-S- 




- í- 


donde EX. 

EP. 

E.D, 

Qr 

Pani un sistema conservativa la ecuación de Lagrange puede escribirse como. 

& sL 3L _ ^ 

dt áqt 

donde L = E.C.— h.H. es denominado «I lagrungiano. 

F.1 uso de Ju ecuación de Lagrange producirá, directamente, tantas ecuaciones de movimiento 
como grados de libertad tenga el sistema, cuando se conocen las expresiones básicas de energía dd 
sistema, 


an sistema coi 
il o algún od 
'f -nados gent] 


ABSORBEDOR DE VIBRACIONES DINAMICAS 

Un absorbedor de vibrado ti es dinámicas es sencillamente un sistema ce un. solo grado t.¡- li. cj 
genint intente de la forma de an sistema simple masa-resofie. Cuando este sistema se adiciona cornal 
sistema auxiliar p otro sis terna de un solo grado de libertad, tras formará todo el sistema en uno de dos 
grados de. libertad, etm dos frecuencias naturales de vibración. Una de las frecuencias naturales esta 
por encima de la frecuencia de excitadCm n mientras que d o!ra está por debajo, de lal suerte que lu 
masa principal del sistema completo tendrá una amplitud de vibración muy pequeña en lugar de una 
amplitud muy grande, hujo ia excitación dada. (Véanse los problemas 3-6 y }i .} 
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' Cap. 


PKÍiNCIPÍO DE LA ORTOCONALIDAÜ 

Los modas principé de vibración para tincmm que licnén dttfi o tnfis grados de líhertiid J* 
ortogonales. Esto se conoce como el principio de la ortOEunalidad.-Esta importante propiedad de J 
ios modos principales ton vibraciones que ocurren a lo largo de lineas rectas mutuamente pe™,' 
diailares, es muy usada pura el cálculo de frecuencias naturales. Aunque los modos principales por! 
sistemas con más de tres grados de libertad pueden no ser literalmente perpendiculares, el principi 
ck U tinogQ'Rtilidad jún ds válido. 

El principie di la úrtíígonalidutl para sis temas de dos grados de libertad puede escribirse c$m| 

ni I A l A: +- miB 8; - O 

donde Xi, .42. B y 8j son las amplitudes de J« dos coordenadas para e| primero y segundo modo 
üe vibración. (Véanse los problemas J| y 42.) 


SISTEMAS SEMM1FFÍMD0S 

Algunas veces, cuando una de las raíces de h ecuación de frecuencia de un sistema vibrante 
igual a uero T esto indica que una de las frecuencias naturales del sistema es igual a cero. Estos si**# 
mus se Conocen como sistemas sem E definidos. Físicamente esto significa, sen cilla menee, que el sístenl 
-v moverá tomo un cuerpo rígido, sin distorsión de los feiortes ni de ¡os amoritsuadores que u, ■ . 
k-s diferentes partes del sistema, (Véan se los problemas 43, 44 y 45.) 


Problemas resueltos 


U 


1 í. Determine |a *cuat:ión de movimiento y las frecue-ndiis naturales del sistema masa-resorte de 
grados de libertad mostrada en |j figura 2-4, 


bnipLíiinJu mí?, leñemos: 


wílítí - —Air aCí - tííart-af,) 

WiJ. = — ¡r.,) 


-A 


f ■ i ■■ 


Clrtibijifulfi, el orden. te ecuacliin se convjer.e ir: 

iHiXi H- tki A'i>^, ~ ^ 



Hlq x c 


kiX-t — í- r jj — <3 


Suponga que d mu «míenlo es periódico y sí cómame de mc^mtefitúi armoniepi de 
diíerenlií. aiilptlluiíes y Íreciieníaas. Íkíj. uro de csiDí Cüir.pontnifs 

A - A *en Íwí 'I v'!, 3Ti = ií sen (lié t- f) 

doitile A y ñ y ion wtatances arbitraria* y u q uu de l>s fwaieftdti naiurjids M ¡|siema. 
Remplazando este* ia tares en tas ecuaciones ñ-; molimiento, sb leñemos. 

-m¡Aü: j sen Cují - ^ + ít, * *,)A sen (wí - ■$) - ki B sen ( u £ - j.) = o 

-mtiiJ So («í. /■> -r kji ‘•en Uí + i) ■■ k¿A Hcr {ai l = Q 

Símpifien ndu str ( »i . ln scuaciún de movimiento ve euivime on: 

ffti 4- ííí - kjL' 0 

— E¿ j4 !- (kt — mstrlíi — f! 


Fig. 2-<f 


,1 

' ■ '!' . 

; : Josué Arturo Cedeño González 

Ingeniería Mecánica Industrial 
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.a Vibrante Jq 
:í 1. Fsto> áj^r- 
£. que el íiíce-í- 
r^re* que une» 


i-. r:;e de dos? 


H ^ KuactMcs algebraica* linealmertc JiomoBÍiLMS en A y 8, La Wluclfot A - B » O define, seneilb- 
crlP 11 cofldiciún de íquitibríc de] Eterna. U oirá solución je obiieiie Lgualaaío a cero ei detrniriname tic los cocfi- 


denies te A y ^» dídr ^ uí 


ítj 4 ¿5a — tftj u* — 

- ki ’ ta — 


= ú 


nc qLií e l |Fav¡m1eatO periódico cst¿ compuesto He TrnOvimienLos armónicos, Santo E& función senn 
b ftiMlón caseta, pueden utilice |»r* representar, el movimiento La ecuación algebra leu relíame en .1 y í 

«tíi la miííitB, 

fl desarrollo del determinante non da: 

„* - rA±i +. Íi’y -+ Ai? = o 

|_ m L tn-ij fttiffli 

que tó la ecuación de frecuencia riel sistema Resolviéndola tenemos: 


•A 


*A = 


fct 4-fc= , _fo_ *. f +• _|_ ±l] _ 

Swi 3mi \4|_ (Bit WiJ mtWí 


£>e müíin Cíe la solución «tieial de Ea* «uaeione» de jnowEjnieruJi se compone de dos movimientos jrmórneos de 
¡rodencta* w 4 y' u t i staa frecuencia* son la Recítenlo fúndame nial y el primer armónico, respectivamente. 

jr, = A t sen ■(«. t t ^,1 — Ai Stn (uji _ lí'j) 

£ 5 , = B¡ sen ta, ¿ A 4 £¡t (t. É 4- ^¡) 

Ci -itíe las A Jas £ y r m $ san «Asiente* arbitrarias Las 1 alones de amplitud son 

Al _ fci ~ m-i-ut „ J_ 

57 


íll 

B* 


Jtti 4 k t — mi 

fo_ . fca — mi4 - A 


jti 




fe L 4 íía — wiiu-A 

Pjí tarto, lus soluciones generales se consíeríen finalmente en- ¿ 

jfj Ai Sen (id,! 4 £,) i* Ai iflB (w s t + ^¡il 

*, = l¡An sen 4 + ksAi jen (u t t — 

j. ja 5 piatTn ajustantes, Ai, A 2 .c-, y ^ deben h altarse con base en Las cuatro con día unes inicisles: 

y áílfl). 


Dos inas-iij i guales ísián sujetas a una cuerda, la cu al está feomeLida a una gr¡an Lensión, como se 
muestra en ía figura 2-5. Determino U* frecuencias naturales dd sistema. 


m{\ 

r 


(mi 

T 



Flír. 2,& 




F ip. 2-Á 


Tdrij 1 jd laciones pccicnj^ sé; : :iítíc jiipcíisr cus Ll Leiljtón e" id nseidl permaricas c. nst-'i.--tí- Aplisir.ílo -i ccuj 
rión del movimiento de New ton t ln m , tenemnv 




mi T: 


: - (x.fL)r - 

f(»i - 

m L r'i 

4 

se L ry l + {x l _ 

r ¿TIL 

mi y¡ 

+ 

# s T/L 4 (fi — 

*,)TJL 

, iL-J 

*1 

■ A edsof y 

if 

Bfi - 


je, = -n J B co J Liíf. 
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Udli^finilrt t-vi-o 1 , Iji eiiucifin de rnevíenícnio ±c convierte en: 


t A P- 


Caj:ibiando tí Orden cb icn c r: Lis • 


-twiu *Á + TA/L + TA/L - TB/L = O 
A TB/L +■ TB/L - TA/L - O 

(2T/L - - iT/L)B = O 

~{T/L}A -i- (2371 - = O 


La iülujón de cstJS (ÍOi CCUICÍOJIéS algebraicas. diferente dí ¡u sojüáan trivial ¿e éílClíenUa igtislüa-do 5 CCM el óífc 
minante rit ks coeficiente de ,1 y B : 

(2T/L - Tutu 1 ) —{T/L) [ 

-ÍT/L) (ZT/L - m t u*) 

de conde la «¡¿ación de frecuencia es: 

- (4T/Lm)»* A Sr/L'm* = ft 
r _ 4 Tftm * vl^rVl 1 ^ - nT*IL*m* 


= 37/lm, ÍVLPrt 


Eti Lances l¡ a — V V Ltrl ?ad/«e£ j p, -- 1.7 %^¡T/Lm rad/Síg. dúnde Tes la fuerza di tención en 3a cuerda. 


3- Las ecuaciones de movimiento ¿el pcndtílo de ajuste que se mues¬ 
tra en Iji figura 3-6 son: 

x A lOOOír - 1000 = O 
0 + 1OO?0 - 100* = o 

Si e] péndulo se gira un radián y se suelta, encuentre el movimiento 
resultante del sistema. 


Su pinga que d tnovLmicnlo t* periódico y SC compone de rrmvs mientes ar- 
íílódicos Je diferentes umplitudre y frecuencias. Sea ¡n<) de rUos componentes 
armfiEiicíü: 

i - A coa (vf V J.), tt — B coi fui V 

düntfe A. B y v sor com.ur.tcs armiíatiis v . es una de la* frecuencias naluralcs di; sistema. 

Dóüpcéi de rempkaar y simplificar, la? «uactodK de movimiento dan 3a «uacLita de frecuencia de] íisteuia 



(lDOO-«*> -100 

-100 (1000 - U . 1 ) 


= o 


o sen qut u‘ — 200M -b 100H ! tO^OO - 0; de dóruJí, ■ 10 y u, - ¡SVi ritd/seg. 

Las ru/cres de amplitud están dudas por A S — I DO 1000— í¿*)« es decir. 

AJB V = 100/100 = 1, A t /Bi - 100/f-lOO) = -1 
y las scuEciones de luovijittcnio se convienen en: 

x = A. eos (3Oí V y'.jj -|- Aj coa (334 1 + f J 
í = Ai coa íffli ¥ — Ai eo« (Sü'.lf + 

don-de las cu i) tro incógnitas, AiyAu// i y 4 , se deben calcular de las cuatro cortdtCLDfldí iníci&hü. 
Lus des piara rn ¡entos i ni ci ¿tes son Jt(0) — 0. íiO) = L, ■□ sea. 

í(0] = .4., cos^-j + = O 

S(0I' = 4|C&b^, - Ai eoe^ a — l 

muc f.un dq-i: A-. ■■■• 1/(2 con iDj'J y Az ~ l/(- 2 eog 

Las velocidades ¡nictülcs son "(0] ■=■ 0. ífOi = 0. o sea. 

¿fí) ” tcctiFj - 0 

í(0) ~ — uij 4, L sen + íí!^! S4n ~ 0 


Josué Arturo Cedeño González 
Ingeniería Mecánica Industrial 
Universidad Tecnológica de Panamá 















































'Jehová te bendiga! 

W ^ 


;ap :l 


www.elsolucionario.net 

[JOS GRADOS Dt LIBERTAD 


37 


do íí L-srü 


<to! owcntmüi: 

ÍA.u.Acn^! - 0. 2A t w, - 0 

, a no pueflcfi jur cciíJ <n líídu momento; por tañen, ien f, - sen f, - 0. O «a. = V', - I). Bn- 

PíTl-h «,i '«1- ■"' ■ ¿ = i y s! mtjvifflitfliD Ittuhaitte del sistema se euprci* por Gs «uadaiics: 

lances Ai = 1 i 

jf(É) = ^ eos30í — £eos33,U 
cf{) ^ eos 30( 4* ^ coa 33.lt 


en la cuerd.i, 



Fía. i-a 


a id sistema co-' 


nenies.: 


zi — ü sen (mí + p) 


- ki 


=, , iucm , masa-resorte de dos grados de liberad, que se muestra en la figura 2-7, está restringido 
i tener oscilaciones verticales, únicamente. Determinar la ecuación de frecuencia y las razones 
de amplitud ád sistema- 

A^IIssbíuJo 5F « ¡m? a lüH do?. mtr'.uíL «fcrtcncm U>: 

m, x x = ~tc,Xi — k t fa-X t ) 

mt x¡ = ~ hifa-Xi) 

Cían blando d erden, li¡ ícíi-lulóií se eoitvtefuj tu: 

TU,*] + (lí. 4* frltel - t a «i 0 

IJEtíCg -i" (fcl+ — kíXí — 0 

Suponga que d nur-’^iienió es periódico y se compone de muvsii)Lewos 
uraisínífiOJ 4* diferentes umpIlMfdíi y frecuencias. S*a tisú Hc es los éornpo- 


i, I ' *-vJ 



mi 


[vi 1 


¡ü! s; A ¿en {«* "f 

donae A, fí y ion uuniointes Afiiitruriis y « w etw de ios Íiscuíitíius 

naturales ddWmJ. Rem.plaj-ir.de esi» «KpKsLcmes =n [as ecuación® de 

nKivinilentO y imiplillciindtf. [cmimOS. 

(ft* 4 fti - miai’lA - ÍíiP “ 0 

—kiA -r fa + fea — — 0 

ttíiü son ccuiúcLiinti aijicbriiiiXii NneaLaiíntC hpmQgeatíítS en A y íi. líi 
cjiucióu A =* & •» 0 seneillprncpic delire la cnfuíidóii de equilibrio dd 
sisfCalía. L^- ntna sOÍtJCSÓ^ se sbtíciyc ’jjüalíi'nd.O íi cero d ddern TiOíil-.. do 
:üi GiKilclWlieS de A V t* & dt-Jtl?, 

(fe» + fr* - 1 «IW 1 ) A ~ ki V - *0 + Fifi. 2'" 

—ki + ti “ 

DesarFoliando el deLtrillirisnte ubterírn-u;: La cesación de fíecueiítcia, 

i j ki -r ¿i , + ki ,¡ = j_ fct^s: ~ fea + jAt _ ^ 

111 | wn )»!s J mi mi 

Lo.s Tiivfio-nua de ampliuid ^ mcueniFEin Iü? ecuacicTi« algebruicns de ros (oeíacicntes de A y tf: 



Ai 

B, 

A* 




jtj 4- í. L i — wtiuí 

_ 

Jfci — fci — mitj 


fci 4~ fe ~ ^ »i 

fes 

fet + *i - 

- ’i « 


-n 
(i _v ' 
i \ 


5r Si la masa íri i se desplaza I pul de su posición de equilibrio estático y se sudis. determine los 
despl^íimicotos reaultimies jís(í) y i) d* las masas rELüstradüS en iu iigufii 2-fl. 

ApEiciiftdo p> njír b liü'¡ ¡rnusift? wi > ftüj. aburtemoy: 


5fl| íi 
TUi íi 


- —Sf^ci — fcírj — ía) 

- -kXt-kfa-X:} 
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i 


i 


= o 


Supnftp que el movimiento ti pcfíódieo v «tü Furrnado de camponeAiei armónica ett 
diferentes amplitudes y frecuencias. Sea uno tic e&itK oomponciilej;: 

*1 — A ck(uí t ^) t 3 ^ — ií cog (u¿-§- 

RcmpUítitUdO esta* valúrcí en Lis ocuacúiflO de m un mie.iLO, pbíenemoá. 

f£t — 7 w*j s )A — kB s-. O 

—-M ■+ [SÍ - 77l U E )i? = ü 

titas aofl ecuucionei álgíbrÉkis tmearmentc taom pencas en A \ S. L ¿l ¿jluL-icn A => B = O 
sí tiernamente define la condición de equilibrio del si Mema. La otra solutíAn te ubi ¡ene ; a Piu¬ 
lando j cero ei determinante de los coefícientei de A v fl. es decir, 

{2Ar — mu*} —fc 

—fc (Zk — mu 1 ) 

Desarrollando si determinante obtenemos la ecu ación d-e frecuencia 

ü* - (4khti)n* + Wm)* — O 
de donde *ij = v «j, — rad/seg. 

Las JaríiTiéi de amplitud ístüf, dadas por 

A JB l - kí{2k iñuifl = 1 
AifBt - k/{2k — moií) — —I 

Por 13J1LQ, los moví m; en Loa ó= i.is masas iStór. tApresodoi por 

2 !i (¿í = A t eos (VkJm i + $} — 

íí(() - Ai eos i'/kí'm. t -V - 


mi — 


m¡ 


A ; éóü i t + p.) 

A~ eos v'Sym í } 


donde las cuatro constantes de incejrsioÜFi deben evaluaras por medio de Uu cuatro condiciones Inicia Leí: fflifO) 
n('0) = O r ü : ífl} = 0, = 0. 

1 = A, eaa *j -f- A. roa * f 
C — A f co»í L - ^,,005#* 

O = — A, s=n sea 

O = —Aj MUd, ■+ 11,-4. sen ¡p,, 

RíKametído La ccuactonvi (/) y <;■' Conjunta ¡neme, ne obtiene A,. = t/^edaf,) y de !iv eccadetiéS í.Jj y (JJ 
obtenernos SCtl O, ” Stin $ f = : . osea, if, t — £ 3 = C. Par tanto, Aj — A$ — J De modo qi;c los moví míenlos de 

musiis son: _ r^— 

íFr(t} = \ eos V Ww í 4- t 

^ eoR \fkJm í — t 

Ptfia el j]lódo principal de vibrad oí! las días masfcs Se mueven en el ntisme- seníldo j ton iguales giíTpIitodíi. 
eite caso tí resoné dé ucopfomwnto no «tífre nínpáo esfuerzo. íPán el segundo modo de vibración. Iai mam muo 
en sentidos opuestos pero con amplitudes ¡trunJcs. El punto medio del fCSOfti de acop-lamicnio periTiariece íju:-' 
debido a b íJmetrJa del sisee mi. Este punto tsmeion itrio ¿ti dctiornina nado, 

6. ¿Cuafea serán lis condiciones iniciales apropiadas, tales que d sislema dd problema 5 vibr^ (4 

, en ¿i primer modo principal y (b en d segundo modo principa]"? 

El müYÍmientG .pciteí.ií del slstEiua frítl dddo por; 

ít(i) Al calí (u,l + ^,] + A.cuMm.ÍT 

£:{í) : Al COBÍ^Í -T- — A: COMu^i + ^-¡li 

Aplicando l 3 S coíldldottes iniciales r, (0). i, fOl, a?r(0) y íi(0], nhlenemnB: 

= A, ecs iff, -I- A.tií p t 

ícA^) = -A t *,- f sca 0 L - AjWj sen ^ 

íi(S) — A, eos <f *i — A. Cda 

+■11“^ - if L | Q| -J>XI ^Fj 

V resiirvtendp eveaj ecuaciones halltmos que, 

_ ' - :rit&) ~ ¡MQ] _ ijfO ) +■ 
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r-.oóü principal de vlhradi*. A -. - 0 y por im<t t 

ís (|) = AíCOflíV - tfj r *>(í) - A COS út, É + 

le l:u| ircquietc que *i íb;r “ . v 

( t, | Pi r E í| segu ndo im o¿a prinri p*. de vib r uri A n, A L ” tf jspqt ton lo. 

= Asee* (ü,¿ + 0 t )< *1(0 - A * cas f«p 11 * <h) 

¡a fuul requere que xj{ 0} “ ■ y jíiI¿>i -- .i? 0). 

D nmm delgadas de sección uniforme que pesan 5 Ib/píe cada una. están suspendidas de sus 
Éwenui* superiores y se unen por medio de un resoné de rígida 5 íb/púl, como se Etweíttt'ert la fi- 
giiru 2-9. É sistema se despída ligfcr ámenle y se deja un libertad, ¿Cuáles son las frecuencias natu- 

r jles de osULüicióa. 

Teniendo momios ¿on respecta a los jiuntin de suspensión tí y K 

jr L ¿j' is —intj sm 4 1 ) — Í3H)* fíi - 

J ¡ l\ - -■¡k. j £í 1S ‘ien 

Jontjp J v y, sen los no menú* de insrciü cc la? do? varillas cp r»p«Lo a M y :V. 

PiouoTCiiJCionia pequéis * = *■ MadC!ldn Jj = Í r31,L; " 134 >' ~ 

lili «itEiLWHG5i3c movimiento ac canvinLcár en. 

"—Vi — H6AÍ3 - 4 E.-líü = 0 

Vi - 4i)lAdi - 385?, = O 


i!” ilüi Wi(Ü) = tí 

(J 

<A 

g 

Wj 

ievlúlOntH .¡¿i y 14^' 

r 'viihicnto; de 


Scü <?j = -A ¿en (y¿ — V-b 
¿t,i - U ion [wt +■'/-), 


Vi — -i/A sen M tf} 
"rt", — --u^ sen u i — ./.i 


g 


R<inpluíiJPklo Ciros vjtyrós en !., c;: ici nnes (Jí fflQ'imiento. Leñemos: 

{£«,4 - u’)A - iZAB = Q 
-38ó,4 + j 401.1 - o J )¿S = 0 

y i-a «nudfai de íroc-;tncia.-jbi«iM¡i ■»* iyujk.-:. eero el delermijiont^ de Itíteiieficlen¬ 
tes de 'I y ft. es 

tf- 1 Si J + 2000 = O 

¿■J dcíido f, = 1.95 y o:-, 2-l r 5 raJ/sej. 



rrvi \ 


¿S 1 1 


FÉR. 3-0 


4' 


a amplitudes, 

¡’ :J.s;i¿ te jüítesí 

rí'TTnariíee ^níctf 


tn.i ñ vibre, (ai) 


¡g,V EncuenLre las frecuen-iuí salitrales de oscilación del péndulo doble, que se muestra en Su figura 
' 1 --’ 1 n ,i 




sen 


2-10. donde m i = ffií =m } ¿ P « ¿j " /- 

r nr-.íindei niem«niL>™in íesp: :E0 n ly truiu r» y «i pumo pitotwio o ,. hsencmOí 

i i S siíiuic.i'cs ccyjcic.ies Ct mO" irtllerlTO: 

-mf/j-ís = —Tn^ffiT.-i sen fft — tn.fLiLi ?¡, 

ni L L; Vl - - «i ^L,s, msif/iiLÍj — íiíjíLiái LiíajLj 

F^ru ingulsw de ysei’.nción pequeño»,, sten ? - í, y la» ecuactofies de nuívirníenLO 
se cunviertífi en: „ 

ül 4- ití/L)éi -i í-j/ü - O 
Vf 4- fl + (fZ/stóx = O 

Su pon gj. cue e mo-ínniení^ es p&rLóiu'O y se cortíponc ce mc-v i micniOS snnóetcoa 

de difcr*ni£* umplítudea y rreíueneki. Sen urnvdt eaiiií c*niposientes uTmónioos; 

íi = A coa (uii -I- y ftL — Ti eos (u:f 4- tf) 

R.CTTiplilüindíj ettos Vllú:es en ,is ecuarinneü de me■. iiiIc.'híi, .blíc-mu: 

{ff/L - m*)A - = ü 

-tsA 4 - fo/L - J)E ~ 0 



FJjí. MO 
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y la d« frecuencia, que aceneucntíii igvalwsKlo u cero t\ dtiírrmiunttt de LeicocfLqcraStü di A y E, c* r 

«* - (-WW 4 ‘¿u'iV = O 


(CAP 


¿e doíttie - QjWfffL y -j - 1 rud/arg 


ri 


■r ¡-: --i 


a'i : 


li 


-0 


lí; 

■ .i ■ 


9» Dudu/ea ífl ecuación' de frecuencia dd sistema que se muestra en lá figura 2*l L Suponga que 
■cutida que pasa sobre d cilindra no desliza. 

Empican-do Ip, ecuación de íue T rfj>; ^ F — ma país a rrssa ni y ¡a 
ecuación de lílórtHSmo lOíiionaU p:ir i d riiindrt: tic m|)-_ «r f , iibierwcjiok:. 

77r,r = 

J*$ = &i (r£ — jW' 

dondt/y = es di mocr.cn Ló de iitsrria del ciílndío de radio r. Cam¬ 

biando el orden., Los ecuaciones »le rouún-.ícriLD a üuiivieruin Cn 

mi V 4- ti x — k\r# O 
Jtff 4- (¿jA + kiT*)e — ktxr - ü 

Suponga que e¡ movindícnio es periódico y se compone de mo>1mie^- 
u¿ armúnicos de difcr-enlci amjiluaifci y Jrteucndas. Sea 


ir - A Ktn M ■ 

0 B .sen íuf- - 1 - \p) i 


" - J*A icji w- I p) 
V = —v l B sen (üt 4 ip 


R-jmplSi7ardn p;hs valore’- en luis eir,JUurteü de modmiento teñímos; 

(í; l — ¡Miw 11 )/! — t a r J? = O 
'-iir.4 -r tbr* 4 íftA — Ja*¿)B - t) 

La ecuación de frecuencia. que se nhtietic itítíd.jnút’ .i Líru cí ’itLei- 
miniTiLe fie los- toefiCíente» de J y E, ev 


■i I r‘^ : k*) ki z 

w ’■ " ~r ’• M 

TUt 


S& = „ 

íMjMt 


lí). Dos péndulos simples están unidos por u n resorte, como se muestra en la figura 2-12. Determíne 
frecuencia nata ral de cadn péndulo. 


J'osué Arturo Cedeño González 
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I In¡\/zoreirlorl "T£}^n/-vl Anir^o Hzo DonomA 



Tomando m n m-zn tos alredudcr de ¡as piJrLEQS aiticutadiB 
M y t<\ [etiÉmíit; 

— —mírtíi — ta s {í7i — s-1 

rnL' aTj = —mgLfc - ka"-(e s — 0;) 

$&a 6j — .4 eos «f y ff¿ = Reos y í. kem?la¿ai:Jo «i- 
lúa v^lnrr^ en 1m eirnagipncs de nim miertto, nbM'hcmns: 

f— 4 ^wL 1 4 t#t gL 4- — íí* ? Z? — O 

[-iS-tilL* + vigL + ka^B - fcoM = O 

La ccl-ü-Clúcl de frecunci; se obtiene igautándü a c-siu e: 
de(flilsiiflHf.?< Jr luí cceficsenicf. de A y H s-s decir 

| — íí-iü.íj 1 + mífíj I -ita 1 “Aet- 1 

-ia* ‘ — jV/i 1 ■+ wip/l + Ifd 31 

PSHlPíí^ltnnin ci ilctcrminjítlc ütllírsjuOS 

w + — 2(ff¡L 4 k&hvL^w 1 ■ ÍjjVjL 1 + SfcoV/^L 1 ) = O 

qqjc nos ds: 

a. =! Vtf/F- y U, = 4 Ofof/mL* ríd/sqg 


¿V.-'í v _, 
X 4 -—r- ■ - 



























































I Determíne 


Aplicando Ea ccuaetón deroament* iordontLl 27* - J*< línc3n0K ' 

jf/flV - -ii(riii)rj - tiífj*! - níilri 

j, V, - -Mñirin - M>'*< -nflOr, 

Avnd, J, * Ji - W »n iáfrmomento de Inercia de fo* cilindros. Cambiando el orden ntnenna^ 

J | Vi - (Jfc,rl+ — ¿¿ñfiís 


<?u j>jíi g n ^ih< 

íins- Séa, 


~ ü 

J.j V. + (fc u r¡ 4 Atr*)íi - ^nníi ■■ 0 

c l un:'.. ■■ i: - , -Tir lien se compone de movimientos armón :cs de diferente-4napliti!ÍM& :rccL4 "- 


\ [g ckf¡(to ¿ i 
v lírica en 


¿l =s A sen Ut + f) t £ = “«'A «n tüt + *>} 

= i? tírt (»t -+■ *), ** (“* + ^ 

Armplazfindo «im vaforas en las ecuadores áe movimiento, otéanos: 

+■ k-_r* — u a /i>A - = G 

^(tonrijA + IfcarJ + forj-«Vijff = 0 

ft , _ ,■ = r : - r y J - JI = J. las endono ¿e movini-entó se con- 

. {Str^ - u*J\A ~ kr>B - 0 

f -*r*A f - y?J)B = 0 

La snluciOci de csLai das ecuaebn»afeetaicu, diferertw de I* iediictdn trivial en In qm A í BW| 11 fler ° t sa 
oblicué Igualando o ce™ el deítrminanic de Los coeficLcnics de .4 y 3, es decir. 

ÍSfcr 1 - ujV) “fcr 1 

(Éltr 11 - v*J) 

t$esnrrGLlandi> el dele* míname he obtiene 

u* - (Slt/Trtjat 3 -r tffcVwt 1 - 0 
de donde u, = Q.92VfrAm y *i* - ¿.téy'lt/w rad/seg. 

12; Deduzca las ecuaciones de movimiento del síg* 
tema, mostrado en la figura 2-14, para ángulos 
de oscilación pequeños, 

Empleando = mú. 

nij Xj — —in-j $i ~ 2kxi 

donde *J - X. 4 L sen i y £ ts la longitud dcJ péfldülq. 

Para ángulos de o sedad ó- rwqce ñes. ín - £ + L eos # í, 

Por ’anto la ecuación de movimiertio se convierte en: 

Fitf.2-H 

fm L 4 taii ¡Pi + + rn^Lá — 0 
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'uactón de frecuencia del sistema, qoe se muestra en la figura 2-U t ii k = 

rtu m = ri ^ r y Jt = Ji = J- 


I. Su pon gíi q ue j 


Ffffn 2-13 
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CA 


Ln sencida«cuicíííi Alt rrwvimíenla h obtiene considerando lo» rnotR*?Ui»< que ¡tcuUm jilreLtaJar del pumo O 

■ cgg 9 = OfHií TJif'víL- 5<u í 

□o-irlc J - ¿CU5 # i y = ¿se n ffí. SupQRiendtmuebiiáníulasdeiisdíflsidiiMii pccpieñ.-is, >?n í - <? , ^ ¿ 

y La ttíuníi euu+iLÍrtn de rr'nSviiTL^cnLü. ¡,e L-unvieriC en 

V 4 tffJDt 4 xJL - o 

yola St n, se íTUmliene rtUaOflAria, e! lirtetiiq « reduce l. un feterju de un »lu grado (Ü libertad qnc i^n, 
péndu a simple m ttiíiví miento. es decir. 6 - {g-L '1 ~ 0 , 


11 I, 


¡; x 


Y . 


l'JiU.'l 


yt ' 


13< L"ei péndulo físico doble de masas m \ y riu si: mues¬ 
tra en ia ["gura 2-15. a: y s^son las distancias desde 
los centras tic ijiásu hasta Jos pu ritos pi votad as co¬ 
rrespondientes. Deduzca las ecuaciones de ¡movi¬ 
miento. 

¡>"¡MI ti y I y (.V?, >■ j) EíLh .Mjrdff-.'idaj dí Ceñiros 
de m&¿a üi y o i, y J. y J, ¿as momeóos de mérdii Je ]q& 
péndulo* urm resprcín .¡l c;c de íwUdón Tawond-j moinenras con 
receta 3 Lüí punto:? B y A. tdnenno-s: 

Ji&z — -HtspOí sea 9i — m± Aj ajees s z — íjitujiisen Pj) ih 
ffFi 4 — dHijfiyi — 'íítt:o¿ííA m 

— fnsürívj — muj/ijri — m¡gL S t¡r. Fs 


do n,¿e 


Por Liln’.j, 


JA — -úl wn $¡ 

Aj — L b¿ni é¡ + fli - L .rrs & t 
Jfn “ a eos tt¡ 

V: — Tf COÍ tíz 4 C ¿ C03 í-j 



O 

o 

o 

(/) 

CD 


; 


— a L coa Sj Si — ai sea#, 5 ’ 

*a = /, cgí íl f\ — L sen í, — ti- m cas íj v-i. - üj, sai í'j íí 

f/j — ~ n -1 icn í 1 í ¡ — ?r coa 9 ; íff 

f y'í - — L ieil ÍL ¿j — c CCS Í1 íj — 02 seri (?2 Je — at coa Áji 

ftcmplj:'un' , J'5e£[0j valores en las «uaciünffide momertos^ OStCrtcmúE. 

4- rtií coa (íi — ít.i tf‘. h aiL «11 ftf f — j,} ffl -i- Íl| í + J -i- Ojif Sen Í;J = O 

Ji#t “ )fl l [d| “ ft.ff ser. S¿) -I- tü t TJ 6 1 + dci Ííj * íiíís] 

-i- r?:-] üjL sen Íí» — íj &l — ,r?í. ^shíj' — (J 

w* las - OKÍJa íiwes SM pequeras (ifin í = fl, «** g L 1 ) y despredamk InMérminos de ordcji iapcíior, 
l-l nacióse!) dr mD^mienia &t coíwkr'Cen urr 

(Jj-¥wi,al)úi + + TKjrr.i ¿i',. — (j 

— 7 ft i a T — wii í M íl — (mi 3 r] 1 - tn¡ gL)ih + ík + q±L g\. = O 

1 licierdo tm igual j CEXu sn ... úJlmio eAprc=.óa, ¿e obliene ]= cesación ¿le movimiento de Un péndulo J^ico .aimplc, t 
mií el ucc.se Estudió en rE proUEíln, : 1 éeC ira pi: ti lo |, 

COORDENADAS PRINCIPALES j 

14, Para ef sistema masn-resorte de do.y grados de liherLad, que se muestra en ia figura 2-16, encuenu 
las coordenadas principales. Suponga que k = m — |, 

•(..•'no se demostré cji e’. peoblcrnri t. el muwinienco ijencraJ del íeíicjísí íí. 

*iD) == a, «n(0.63f-Ó I Aí«n(l f (i2i 4^ 

^ÍO = l, ftJ iftr D.éLl; 5fll( I4JM 

dnrade A¡ ^ |,6 y A: = —0.63. 


&H¡ f .1(1 


Josué Arturo Cedeño González 
Ingeniería Mecánica Industrial 
Universidad Tecnológica de Panamá 



Pl 































ehová te bendiga! 




www.elsolucionario.net 

□OS ORADOS DE LIBERTAD 


43 


fjefimi un P üf 


ds COL^dcníd^i. > i ■ Vi. LüL qirfi 


o :n s pcríor. ]aí’ 


tíi 

Wi 


E± ¿4| 1CH tO.íjíf 4- r' ) 

= Ai sen (l,62t 4- 


Puesto que f\ >' v; 

están dadas pnr- 


m RiOvirnicntüE armónicos, sus eorrespoudíeiíMí ecuación» de m^iralaim 
= O 


y L + 0-45T L 
jn ■+ 2 í6¿|Ti — O 


Este fe: de tcueoOli« 


Je piüvlmLflntft «pjcicnu un üHffiiu víhrutur^ü de eos pr.idos di 




di mü'vvmierUú no ha b terimncs 
pd-j nutpn-le^- AMm 


lid cunMCuertdn. 


de acoplamiento cstíticu p díflimleo, y% y yi Wn 0OOTÍ*B*diS 


ii ^ > L = +yi 
xt * l j 6y i — 0.,&3jr'i 

j . * 0.Z&- fO.+5íí 
yi = OJlx , — 0 % 45*i 



Fifi. Mí 


IS. Determine las coordenadas principales del sistema que se muestra en la ligara , 

- Com o se demostró én el problema 4. el [tummiepia dd ^ 

¡P,^) = Al sen (\ r kf ™ t — f j) + Ai sen (V^Sfe/m í — £ a ) 

z, sí Al «m í + — Aj sen [^ikhn ■ + 

Defina un nuevo p¿- d^coonietimlaa y i y jo !■" que. 

Ifi " ¿ti sen i t- > l ) 

y í ss Ai ser. (V'aA/w í + ^ y ) 

Ruara que w. y y\ wn movimiento» armúnto». íwí on™pondlcntes ecnnc'nMtes de monrirnmKb 


2-67. 


entun dddriF pcii: 


Vi - (Je/infri - O 


Este par de EccsclaníS de liiiiviinietUO represoiC-i Un sistema vibrat orio ÚC dc.s. ¿srattüs de Ji- 
ijcrtnd, ecm doü rreraíe-flelai nuusmlci: t», ~ V 1 k/m y ej — rad/nej. Pupslfl q ue c,t 

bs eafüdtMCE de mo«imiento no aparecen términos de acoplamiento estático i£ dinimico. y> y jp 
san CL*ordéRad;is prinEipiilei. Ahora. 

X\ — Ifi " 

*1 = v\ — y? 


En consecircTida. 


í/j = + ÍStJ 

l¿i = — anjl 



ÍCi 



ico SÍ 111 yli. Uí- 


- 1 "i, encuentre í 


COORDENADAS DE ACOPLAMIENTO 

16. Un sistema víbrame do -dos gr.idtv. ii«t libertad cumia de 
una fiiEiíR m y de dos resortes de rigidez A' i y k:, res- 
pecúvámente, como se muestra en la figura 2-1S. Estudie 
Ll acción de rtctipkimicnio dd hiítema 

Com -: se mUesiTii cü b Ef^ru. 2-53. 5 e necesitan dos coordenadas 
ndcper.dLerites. ,v(i' i y $ (.■), partí delermifi;] r: i ctjn lí ¡¡utí ¿i úr. de I ¿1=.- 
icmfl ("íarídíj Sf - mu, tínemn^: 

uij -iti(r^L:ií) — Mi + b*f) 

J& — ki(x — L¡ g\Li — ís»(r + La ff)Ls 


Jf 


: í’ -!- (t| -b &s}x - (Jí: L l — AíL a )e = í) 
"I* (AlCrJ + “ (AjLl t ííjArT).ll “ 



Fíj.3,^ 
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[ CAP 


lai cual» rin intependiemea la una da la otra si cj término de acoplamiento — JG¿]) *s igual a ctr&.cs dedr 
k L = Jt:¿r- Si esto nc sucede»«! cito 1 -¡miento r-í -u liana de ln pías a constarS éc mo «minio efe traslaeió t y dcmoiíriii 
10 de rotación, cuando m le de ai carne <¿e ¿taircíSid de. cuerpo ur desplazamiento o se le ¿pliuüi: un momento lorsioaal. i 
mu- condición inicial. En otras palabra», la masa rotari en un plano vertical y ttndrd también un movimiento vertical 
menos ¡jee ¡> .L ■ - k:L:. tato e& lo oiré se conoce orno acopiara lenie estético o disüco. 


Krfirl-dnejonoi a Ja rlg-jn 2-L9, donde y(f) y 
vimíento estar dadas por 


¿-(t) ;e TSS^n OOtllO MOjiliniCki dd ¿lüterr.u, "as ecuaciones de r 


my — -k¡ty - L¡$) - k a (y +■ In¿) - mL # 

J <r> — — ki [y + — my L 

my + (¿i J - t¡)j/ t rnL ■/?' + (fciLj — íf 3 JL l )^ — cj 
J 4¡ + (¿lia - 1 - ^iLslí + trlL y — (.ftjíía — k^L ijy = 


ü¡ 



Ene pu; dcc..uaciones de rK‘'íirr¡euio cAmiese L^minr-, de .ícop: imifn> 
lii tanto SsiálícQ cormí disdcnico. Si t¡£, =k j/.r d K¡.ttsm t r er.c ún ico nitri¬ 
to iieupljrniento dinimioo u de incida, En cm< cju.i, m ..i masa se nr.ict,’ hííL.,i 
arriba y hacia ahaje en h dirección y, la fuerva. de la ere i a /n^quc aotCa en í; 
corito de ¿r ¿vedad de la mu^i, indudri Un movimiento en ¡a dirección u, ¿a 
Virtud rlr la :ireinr. del momento trt.-i.. P.ir orr.i parte, un inovimicnló Cfi líi <\- 
reedórt 4 crear&, simjlorznér.fe, un rr.ourtiitíJilo de la masa en la dirección v. 
debido a Ja iWra mi 

s#**** CD 

■ 

17» tín \á figura 2-70 se muestra una represen tactón esquemática de un automóvil. Si. el amomóvi p 
sa 4000 Ib v tiene un radio de giro de 4,5 pies alrededor del centro de gravedad, encuentre los itiod 1 
principales de vibración de] automóvil, Jt t wfc 250 1b/pwl y ki vale 270 Ib/pul, 

l - automóvil tiene mn= de dos grados de ILberluJ. Con 
■si fíl Qt h.aLLiZif la teciór. de acoplamiento vamos a ¡rrnr.ide:ar 
únicaisicme d mor bienio =r. un pltno vcMícj: Sean .? y 
6 ls^ coc-rdeüaÜJs. Lat ecuajcioneí da tnovimienlo están cadris 
pur: 


m 1 ^ —k i(ac “ Li f\ — kit# + Dtí) 

7 - k¡.[x — LtS) L, - k*[x + Litf)Ln 

dnnde J = mk : e? el momento de íncresa del automóvil. Cam¬ 
biando 5 1 orden, tenemcu; 

mj !■ fftj ^ k^x — [kif^ — - 0 

7 í T (fci¿i 4- fii L jJp (ti í/i tiL a )jí — 0 

c^Ue ccmlienen el ICTmino d“ acopiamiento realice :■ i£, ■- 
iaLi). KtmpItJíinilo kt y J.j p3r sus rcspíellvos vatorei y 
J <= mk 1 en la? crjacj^^dc mo^ir^Rto, obtenímoa; 

x t SO Í2r + 5S2í = 0 
9 - niíüd + 0,B4r = í> 

Séi X - A ¿tn («/+#) y í - S ¿en ^uir — Rem- 
plá^ndo «tos valores en tas ecuaciones (le movimiento y ílmpli- 
ñcajido. 

Í50 ; 12 - ^ 3 }A + 532/í = 0 
0,544 * (04,22 - = U 



Flg, í-20 



Li eeunción de frecuencia, que se obtiene al igualar a cero el duterinin^nte de lm ouef¡<íenies de A y 8, ct 

- lU.2u* + 21?2íl = 0 

que mía da: u t ■= 5.5 y u, ■= á,9 rad/se£. 


































































18 . Una grilla rígida, de peso despreciable, 
tiene dos matas iguales tn. una en cada ex¬ 
tremo y está unida a una viga en voladiza. 
La cual tiene una fígidcí totrsional K y iftia 
rigidez lineal k , tro en o se muestra en K¡ fi¬ 
gura 2-22, ¿Cuáles soii los términos de aco¬ 
plamiento del sistema? / 

Su pon ja cpr d muro de gravedad cía U varilla 
está a, una distancia e ¿el extremo de I-a vig¿. (Utiliza ii- 
rfcj íf" «•» fl¡íí. La primera Gtuaíitn de ntf/.víniicnLQ 

« J 

2m se = —Jta) - £nw Vj 


/ 


donde ¡iX tj ca fweria fCSíüuraUaru: deblQaal eompoj- 
ticniicidici eLínticu de la viga y Z^reí la fuerin de 
Literas, debida a La cxeenlriddad del jlsniro de grave* 
dad de la varilla. / 

L& se^und^ ecuación de rtlü Wi m Lento riel sitlí- 
rila se encuejuru empleaIVÓJJ La «u^eíófi dtí mofnemüi 
S.W “ J í. o «a. 


/*" ’v 
\ > 


rig.2-2j 


J» = -Ks - 

donde J es ti memenio de incr;i£ 


ama e 


de La varilla con respecte al punía O. K í a eL momento restaurador de 1* viga, que se 
compon» wmo un eje, y Sttt¥#í «el niomentu debido i la uceniricEdad dd «ntra de gravedad de Ln varilla. Cambiando 
d Otcíe^. las- tcii-aciones de mov/jrniéFítO se cúnviertea en: 

/ * -S- (k/2m)x + e * = 0 

l +■ ( K/J)t + Í2rrií/J)j = 0 


en comecu^íiciA ri"y (2mtjJ' )*¿ sni lo* sérmÍROí de acoplamiento din&r .ico -i*-1 Sistema 

i 
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ib t 
3 - i >■ 

:>^£nto 

w ’i.iicmo 

.s ^unaenes de 


Lm modo. prndpiles ss «bí»stfl! <c«TOi«ir» d, us raime. de™pl.»J- 
Áj&i = 5S2/( 60,12 “ W = 2d r l 
fa/Bi = 532^5042-8,**) - -18.fi 


íunm 


ce mueliri en la* finaras 2-2 1 (n) y 2-2l{b). 


t’rimc. mu*: 


ÍBgwlri mujo 


T, fia. 
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ECUACION DE LACRANGÉ 

19. Utilice la ecuación de Litgrarige para deducir las 
ecuaciones de movimiento del péndula acoplado que 
sé muestra en la figura 2*23. 

Hile problema ve reiüivlten d problema lü. empica-du tn 
¡rj‘ d=i mcvimkTUo de NewtOtl. Aquí resultarí evidente qtic la 
ecujttnón (Se Lajíf.iriec « una forma mii dirija de resolver Le- 
probterntis He vibraciones y í& paíiicularmenie útil para siste¬ 
mas que llenen típjtdonti ilí. energía simples. 

Para ti a lemas conservativos sin é&eiliiciin, U\ «niísciún de 
Lagrange puede escribirse como: 


d aí fcC.j 

dt él 


£fE.C> + 5(E.P.} 


ág, 


Vqi 


- 0 


Paru este sistemo,, sean «¡ y tt m Ui coordenadas gene¬ 
ralizadas, Las expresiones de energía son 


E.C. = 
E.P. - 


_d fl|E.t-> 

dt 


■!, jnjL 1 s\ 4- 

— coa íe} - whffL{l — cas fa) 4- — o¿,j* 

■miy»,. *as- - o, uütL - 


¿Sí 


rlfli «1 

Peif tanto, la primera eeuadilsl di movimiento está duda por: 

í?i 1 D t f, + mipL sen tfi — — &•.< - 



miffL ser tf L — kc tz& c . — ti.fr} 


il d(£.C.) r*** 

Similarmenre. — ———- -- nij í Sl 




¿ü 

y ía segu n da ecu ac i ó n de m:: '■".ini :n Cq es: 

Wi U Si 4- lili ffL \í'~ í¡ 


3[E.P.) _ . ... 

-= mi ah sen #i 4- a k<#i— í ; \ 

ka*(ti j — íi} = O 


ir l : 




fj. 


d i: 


20. Utilicé la ecuación de Lagrangc para encontrar fas ecuaciones de movimiento del sistema mas¿-! 
t eso ríe de dt>.% grados de libertad que se muestra en t-a figura 2*24. 

p ■' 

Las coordenadu» ¿en tranzadas pifa csíe sistema s-on.n y 
x - enrno se muwlíJl. [.a energía de! iisLemu conste efe inercia 
cinética. debida -A movimiento de Sa^ masas y de energía paLen- 
Cial, debida a lu oceipn drf resorte de itcnpin miento. Jt 



I-.C. s= Jt (nt L ¡£ J ■■ mt^jí 

E.P, r= ^/ííii - ij) 1 

I i ecuación de Lograegc jinr.i un Msicmj nn*c:vaLL o ?■. 


F*S. ¿-24 


d 3(E.Q 4iE.C>) . ÍÍE.P } 

J *■“ “T“ »v —v. 


(lan.de 


A fl(E,C.) 

<ít 


dí tfqt 
~ m, íc'ij 


nq¡ 

¿{E.C) 


ÍXi H 1 ! 

Entonces la primer» eevac¡6n de moví mié ni a se convierte Cr-' 

írii ii 4- t{Ti; - á-j) =■ (J 

J a/e i" ■. víi 

SimLEarmínle, 


= O, '■■———— ^ 

ÍíCl 


d ff(E.C.) _ 

* di, ~ m,n ‘ 


= »■ 


= kiXi-Xt) 


y Í4 secunda íGuacícrn de movimiento n: 


rtaxt — lc(zi — ¥j) = 0 


Josué Arturo Cedeño González 
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fr ]-! fig ur a 2-25 s& muestra un pándalo dable de .longitudes L , y ¿; y 
ÍCU1 ¿¿n de úgrunge partí deducir Las ecuaciones de movimiento, 


[nasas mi v ms, Utilice i ti 
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a-í:J 


e tema 


U sticrgíu drtétlcm del pdndub está da4a |wr 

E.C. = AttIiVi + -jfliítíj 

flMtlü y.'? = {L.áiY y v¡ - ÍLjiiF - ÍLiát) 1 .+ 2r«-£.i#i £» «»(** *0, son fas velocidades de 3as ma«s 

n, y mi. respectivamente. como se maestra en lüA lisíiriis 2-2Sijff) y 2‘25(6) 

h P, - niigL i(l-eos<M - míSS^jil «s íil + Ln(l— 

rf METcf' "hf.p.j ÍC.E.CÍ _ _ \ 

J-e ecuaaán de Lagrange ^ ^ ¿7“ J “ °* jUmíí - ' 


1_ «í» 

d ¿(E-C.) _ - — im,¿jíj - wiifLTíi -5- LiL a ÍE costdíi — fl0‘; 

rfí 9f‘ « __ _ 44 y J 

írtlL: tfj + m a [ír^ Í?'l + LttLi.?i eos. íffí— fli)3 T |?rc-: 

= rriiL: íi f mj/-i ffi T m?Lifj=íls 


íftL zzz p, coi? i(h — fli'i - 1 y 4~ |W8 [tt — íilj - 0 puesto qc* ¿e supone que los ángulos <fc okíF acían 
mii pcl'JíPióí. Asi mismo. 


fiífc.C ! 


ílE-P-í 


= mi gL l &fcit 5i t íH[¿íLi =¡¿n 


dí, " J Í-íj. 

Ja 7 1 " 1 men ¡scuaciói] Jí movimiento csi¿ tkda pon 

t7rt L + WLjJLí íi T n^Xaffi — (Bis — 3Pta}^Si = 0 


Sbmi]anT.cnlc r 


d 5 (I C.) 

& ¿h 

51E.CJ 


t l 

— — m i¡ Lis* — 1 M 2 L j L-; a , coa— £_)| 

= j,r¿¡ Li\ &j -J- Íftí Lj E/i 0 1 

átÜ-P.) 


= Wí^Lf sea ía 


> lu seLLinrin ecUüñaTi di r-ivimiento 


L-l Si + ¡}&í T £r¡ él — O 


^12. En la fieury 2-26 sé. mueüiry un resorte q&ie une dos rotores iguales moruados sohre dos ejes dr- 
éülarcs idénticos, Si los valores de las constante* son 

k “ 5, A' - l ?íf ./ = i, ú = 2 

deteríTüine las ec na dones re movimvenlu y las frecuencias naturales del sistema. 
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íijf. i-26 


§i y repfCícntiJJ L&S de&plazíl míen cas undulares de Eos roturas. Las cXpfíiiOítei di energía ttul watenia püí 
expresarse cuma; 

E.C. = ±J¡\ + ±JS* 

ep = fjfíflj + #J) - ^{9, - fc)< 

dottdt / e - el mn menta de inercia, del rsii-or Ahur¿t. 


£¡ ljJ'E.C i 


¿Ib'C.) 

díi 


¿(E.r.) 


Ktii -I- - Pm> 


df 

Por tartto. [a ecuuciin- de Uigritigc na* da; 

J s\ + STíj, 'i' A-a ! (íi -- ?*> = Q - 
SÍT7iibrmrr.tc. la sepmda eclosión ¿e me'!miento dada per. 

J fl¡ 4- K@ s -r k\ í J (í a — íji - {I 

Remplaando Sos valores de Jas constantes er las eauaciDnes da mcvitn>:nic. abienemc? 

é" 3 — liLtej — 2&ffj e= 0 
éÍ¡ + 110 ?a — 20 f i = D 

Suponga <sue et movimiento ti periódico y ve compone de movimtdpioai .ntniAns-cts de diferentes amplitud» y 
naeneias Sea, 

íi — A sen («í +■ ^) v íi s B sen («A + f) 


ítsmpLaor.tiú ;. 5LmplLÍJ«rdo. tenemas: 


v ta ecuación d: frecuencia es.: 


(110 - lí'M -■ 20£ a o 
-2tb4 +■ (110 - *’iB = 0 


(110 - *^(110 - - 20* = 0 
que nos da tj L = 9,43 y a. - li t 3 od/see. 


23. Un péndula simple de longitud L y peso es tí pivo- 

íado a la masa ( V, la cual desliza sin fricción sobre un 
pEano horizontal, como muestra en 3ti figura 2-27. 
Utilíce b ecuación de Ui gran ge pura determinar Iíi> 
ecuaciones de moví míenlo del ¡sistema. 

xij) denota el desplazamiento de ta m¡=-sa M y tf(rj denota Ja 
oscil.Lcián aripnluí del péndulo La energs.i rvnctica ilel MiUcnm >e 
debe al moví mienta de La mtia M v a 5a oscilación d*¡ disto de. 


Fifi, 2-27 
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rtrnr una masa m. La energía pOtiftCi^l pft&m T«orte 
luáídóa n compresión) í te I- ^ dflt P^ 

lo, como se muestra en fe “gura 2-23- 

E c - pii» - ¿íHfí* - L* fl s -i- 2Lx t coa i) 

LP, ^ .¿¡tes* 4- mffHl - ímí) 

v pjr tanto, 

tí r? t_ (;tf + m) x -r -íflLti c Oi 0 — mL» J léfi * 



(ÍÉ 


3# 


= o. ! (E ^ = k* 

5* ¿)JE 


FI B , 2-26 


Empleando in euuaílin de Lnjtrjm^Q, obtenemos; 

(A/ +• m) x ■ m[/$ tait - wL ff 4- kx = O 

Para ¿-"uLcs r|c □sdladón pettveilns. sen é = #, en» tf 1. Díipreíuada ¡os ifirmiitos íe urdecL superior, b 
pcuaciÓT de movimiento se «invierte ero 

(Jí 4- m) x + jjsLí 4- fcr = 0 


.Similarmetite, 


_ 7ft ¿£ * ' :E -—= o, 

MÍ 


llí 


y i.t segundo ecuación 4e rrnavimicnLo v- 


s* 


Ls 4 SO + 7 — 0 


dlE-F-j 

’ífl 


= díLj í 


24, 


cOP 

Resuelva el ejercí ció del péndulo llsico, tratado en eJ problema Ü. por medio de la ecuación de 
Lagrufige, 

I.j esictgk cinética dd iísicítiü t- nsui Je deí pa(ír>; >4} de trnslaci&n y (H de ríi j L acnr.n. 

[E.C-J* - ^milaiíO 11 4 ^utj[(L' J íí -I- aja* ■ ££n¡ fi u"? cc?& Cíi “ íj)| 

íEX'.lu - ?? + ^'^iPÍ 

<|(il!de J i y /■ no- los inúrr.cntos (le Liicrcia de ks pcnd.nl oí 1 y 2 con respecto a «¡s en rrcspnn dientes jamen* pira roto» 
EnSonces, 

(E,C pMnumn “ [E.C.k 4 ÍE C,)o 

(E.P.) üxsiu . ■ ruafltiifl — eos íí) 4- m 3 ír[Líl — cosí,) 4 a a (i - tros í T )’ 

iÍ^**n*ü V *r'. 4tli£i _ 2M1 + i££¿ = í. AK«, 


«¿35; ÍIJC 


_rí ¿ÍEÜ 

íí; 


= i: <J-J11 [(? Hr Wl;D l -- /j) !■ Si CQ3 (íi “ Bt) 

$ÍEJ>.) 


= :-—'- = o 

30i 


3íi 


= TúiffúiSi + mtffLtii 


clCiide sen ff : = í,, rnsfli = 1 , y mzLti* 6 i seulfii 0a)fSí — ¿í) = O pueíto se Siipojic íjUC, los aqgujos 

CÍC asgiJaclúil iOjl peque: luí. Pjt üíjiIu. Su primera eeujei^n Je mqVimSentu n: 


SijiiLLarmente, 


>' flii, 


(Ji + WtiQÍ d ÍHíL*) tf, -I- (fíi. Lt,£r f = ú 

—,- -”——— (jíiidj + Jí} í? -I fd.ii/-c.> íi eos 1,^1 'íi) 
dt * 


¿(E.C.) „ dtE.P.} 

—O, —;-- — 3fiíj7a,ís 

pía Sí* 

(,/| 4- FTTj.£ty)0j 4 T71.J ffít 1 I? I 4" H(iB|£í) ^ O 
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15 Un cilindro sólido homogéneo de masa « y. radio r, rueda sin deslizar sobre, un carro de masa <|I 
' como se muestra en la figura %». El carro, que «Mft unido a dos resortes de «asíanles *. y (¡g 

■ > ...... - . U.o, luí» t-i l eu= r ti'.'r P rl.-ir i :■ I. EnL^JÍflLrC LtiS 


como se muestra en id s -1 -- ■ . .... 

respectivamente. puede deslizar libremente sobre una superítete horizontal. Encuentre las íejj 

done» de movimiento del sistema por medio de la ecuación de Lagrunze. 


lí íi 



Fig.Z-ÍB 



*^£■1 






r.c. - + \ m &¡¡ 4- ^-M 2 


1 I ’ f ' I * 

donde h = Idfy es el memento de iaereii del «limbo eoo **«• » » O"» e! nlnlj M ^ ; 

n .c = ±mi* - iilíil - 

E, P - 4 Jfej*Í + “ *•)“ 

Abara. IP = .& - ftMfcOh ^ = «* W * ** " **• " ** 

Ptj; tanta, Sa prí-iSiCrs «(.-nación de movimiento es: 

fm + ¿í/2) i?, + {frs + to, - (Af/2J Xt - kss ~ 0 

¿íi^i = ws, + 4 ¡m , ¿-s.i. ¿í^- = o, ag* = »*<«.-*•) 


Siniüa'rTuntc, — —“~ 
41 ¿lí, 


a*. **» 

Í3jWÍ}xj 4- fci£i - (jW/£>*i = & 




a 


í* 


1 i 


Ks 


fcí - 




2* Un cilindro circular de radio r v mesa m. rueda sin deslizar dentro de una eatnuladurií *m,a¡¡ 
’ calar de radio fi. ti bloque M está suportado por un resor» de constante * j 

moverse sin fricción por una guía vertical, como se muestra en la figura 1-M. Encuentra 
ecuaciones de movimiento de! sistema por medio do la ecuación du Ugrartge. 
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i TU rn^ 5 Ü| M 
i .anteí k i y ¿8 
cucrtrc I ¿as- ect® 






^ .«t 

i , f* 


«y ; 


Las esprflsiom» de «iar|Ls díptica y poimciaJ pueden escribirse como: 

E.P = I 1 mjK# - r)(3. -- ctó í) 

E.C - + í mp: + j>M¿ — tf 

ijFlóe d mmaiu de inercia de! düiidra é¿ J* Además, ¡cngitud drf arco AB tig = r*-; poí tatito 

_ La veiatídad del ^erurii del cilindro es: 


Ü 


+-í) 


y 


Ei 


v = {(fi - r)g] 2 + i 1 - 2[(ff - rh- ¿ <m¿ (SÜ°_+ fl){ y 
„ de aquí, *£ = + i 1 + 2 (R-r)íx _ 

Por Iitino, E.C = fWá* + - r)* + $m[* # + '^■'í , ) a 5 í + 2x f (R - r)jenj¡ ¡J 

Suponiendo que [jf úngulas de oscilación un pequeño* {ten (¿Maiis 1 j y dwpmítpmdb "t« ténmírtM de 
orden superior, tcncíiníi: , 

A y ^ 11 -" 1 z= M x 4- m st -i- 'jnV(fí - ?■} &=n $■ — m ? 2 (J? — r) cosí 

£ií ' r,i = (Jtf + m) x + m[K- r) $ sea & 

3 tEP.) 


3{B.C.) = Q 


- kx 


1j ruedo sin desJlüB 


c¡r dar 

De este iiKidc ±e obtiíiTití Llí primera. eanadún de rnoV mitin LO, pu: mLJiú dú k 
ecuación de Lnimmgc 

d 3{E-C.) _ WO , jggg* = Q 
& tá 


djc J-f 

i&t + m) sf + ta + i ix{R - *) t Mft t - O 



Y 

<¿6 


t 


X 


m 


kilxi - J?iJ 


|3 - 


I» 


Si mi 1 arme Ríe i 

d j<aco 
«ft ti 

y de iquf. 

,vC 


— ^'77T(J? - r} l 9 4- m ¡t (R - rj Mn í f 


flfl 


- O, 


¿■'E.n = 

3* 


muís " r) ven i? 


— r) tí -r {íC ¿>) íen í = Ü 


27, La Figura 2-32 rnuus.lra un sistema masa-resorte, con amortiguamiento de dos grados de libertad. 
Determíne las uuuadcmcs de movimiento del sistema por medio de !ti ecuación de Lagrange. 


u kdtira semi-eit 

e á restringídííE-{ 
10. Encuentre te 




— 

V 

' 

ü \ 

A 


La ecuaciófl. dt Laurm^.e psra sistcM^s >xñ aiíKjrrifiuaniicniip es; 


d flfE-C,) 


E^r 




»<m. + 


^5l 


iSotl de 


ÍI.D — + ^Í3Í¿| - STl)* + 


ví toiHjee c, rn ü l.i fsier(jfi d* disipación «fal siíiema debido i i a pftscpcia de mnivrujyjunnileRiu, el euul est¿ «prc\cniadii 
«i osie protif írTia amortiíjiiadnrcE. t 

E.C. = ^w¡¿ a + 

E.P. — ^itííj + £ki{Xi - sri) 1 -3- ¿itsíi 


Abür¡i t 


smi = «a, = o, íffíi = fot, + 


^fE.D.y 

tii 


- c,rp + c¿<xi“íj) 
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f CAR 


.CT'.-MJ/, 


1 , r 


en lance* la primera ecuación de movimiento es: 

ntiáíi -i- (cl + c t )h + (feJ t - Oiíri - faji - 0 


SimiLa rcnente, — 


rf aiE.fi-) _ 


= «h&a. 


aiE.c j = Qr 


tai 


tai 


— = —kt{x ] - íí) + kiXt 


te¡ 


¿fE.fi-). 

Sis 


= — ej {*( — srt) +- cu íi 




+ tai + fla)ií ■*- (fei + fci)Si - daij - fciZj = O 


¡!¡ í¡ L 'll". 



üp 

28, La Ugura 2-33 muestra un aísle m a masa-resorte amortiguado, que 
Tiene vibración forzada. Encuentre las ecuaciones de movimiento 
por medio de la ecuación de Lagrang*. 

u flcuyción de Lusrangc pura aifttcnwH «m amoniiUBiniCBto y e.«i1 ación 
puede escribirse como: 


£ fljE.C.T _ AfE-C) _ atkP-i + 5ÍE.D.) 


dt 9q t ' 

¿CHidC Q i ctv lm eidtacióil. Para este ssítcniíS. 

Qr “O y Qi = F t c 1 ^ 




= Qi 


EC. = 

n.p = + AMpi “ 

E.a - *e£í 



Fu e 1 * 1 


á ÍCE.C.) _ rt _ n 

**“• di si, " ' »i 


—- JfciíPi - Jfcí(ari— Xi), 
tai 


v fo; unto U primera ecauiaón ¿r iriuvlmien to 

eij + {kt 4- ftóííL - ft*a:i = O 


SífTlLknnenU, 


d tf{E.C.) 
dt te* 


frt x ti 


arn c.) 

taa 


ííül = *,<*. - 

jifa 


m j-i 


+ Jfciít — fc;í l — Fgd‘ 




T 


Fíp. 1-33 


j[E-D.) _ 
8?, 


CXi 


£££1 = O 

3 ¿, 




i. 


i: : , 

|j ü; 

i ¡i ¡i 

® i 


l d 


29. Dos musas m i y mi están aseguradas a una barra 
rígida de peso des preciable, la cual está soportada 
por dos resortes k\ y ki y un amortiguador ¿\ co¬ 
mo se muestra en la Í!gura 2-34. 51 d movimiento 
de la barra está restringido al plano del papel,, de¬ 
termine ias ecuaciones de moví miento del sistema 
por medio de !a ecuación de L a gran ge. 

E.C. - £niiá£ + |mi£* 

E.,P. = + JJfj ( 2 r, - x,) 1 

G.D. - ltí[ 

Q t = Fe cMut y Q* — O 
U ecuación de Lagtange pata race sistema puede e*,pre- 


— Qi 


sai se como: 

d JíE.C.1 

j(E.C.) 

4- 

atfi.P.) 


^ tai 

tai 


o 1 * - ? 


d 5(E.C.l 

a<EC.) 

■f 

aiE.P.,. 

r5 íE.D.ii 

* ¿k 

Sx i 

tai 

¿Xt 


1, L J 

L 

! J 

r ¿ 
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u 


jí 

a 


1 


dí si, 
rf atE.c.} _ 
ei 


a[E.c.) 

"3a: 


O, 


SíE.P i 

c?J!j 


= tiíj — Jííi'2¡Ct — í,). 




= 2fr i í2av-a 1 ) P 


?L E : 21 = o 

□ i! 

íttiX)_ _ ■ 

«a 


v pof santo las ecuadene* di mnvi míenlo son; 

ííiíL 4- (ti + AiJaj; — '2k ¡i: = Ffl cosüit 

wiacs 4- cíu ■+■ iktXi —■ — O 



SISTEMA EQUIVALENTE 


3Ü. Un marco 


Fií.i -M 


L21 ^ oii 

Jz'- 


dí acera rígida de masa ¿tf cala sostenido por medio de un Alambre te nilón ido dé lon- 
gíllkJ J recomo se muestra en la figura 2 - 35 . Deniro del marro se suspende una pequeña masa m 
“ or m ^ Q je dos resortes de consume k Determine el sistema masa-resorte equivalente. 




M 



Fig.2-35 


Pura ángulos ds oscilación pequdtes, wn tf = !an í = xIL, De este criado, & fueiza 
rúSCMirado™ dd marre rlfitmJaa ln icitxiñn en el nlambreesiü dadla por: 

F* = 2 Tx/L 

., 0R ctf resta itíisifir en ti alambre, etie pcrmaiiBce cdjLsufUí paríi ¿njsuliw dt ascLSaeióíi pcqmin- 
Pur wnsi guien re. U t*>n»«¡nc de driitLCiftad equivalente es: 

h.. t = 2 TjL 

Por •ame la a«ÍÓn riáslUXi (le- alambre puede rcmplszaise par uta mattan» di fiaslicitiad 
km - 2271 j íl Miiems equivalenie ea ;l ^ub Se RlUMlra en le ¡figura 2 * 3 & Loj «naciones de 
movimiento de os dí>s sistemas íun idénticas y son: 

M iJ - 4 - 2 T/L + 2 k)x l - Zkxi - o 

frl %t ■+■ 2íf(íi — ít) — G 



Fi Z . 2 -K 



Una varilla rígida de pasa despreciable > 
longitud 2 L unta pivotada en su centru y es 
restringida a moverse en el plano vertical por 
medio de resortes y masas colocados en sus 
eraremos, como se muestra en la figura 2-3"? 
Determine d sistema equivalente. 

Las ccuaíiOEiK Ce movimiento dd sistemu dado 
ion; 

2-mL* B -\- ítt's -- kLx = T » ser uií 

wjf I- 2 kx - kL í = O 

durtfe # díaot) d desplazamiento angular de \a varilla 
y x el dcs^laiaiitieiiia íwütlnío de la masa m íe! cama 
m rmwslm 

Pata el sistema itiaia-reíortí de dos grados de li* 
sen ai. ülc .se muesira es la figurj 1-38. las csuaiioncs 
de ntovjmienta irin; 

en SCj -r 2lfaj| — = Fi sen t-¿ 

r3é¡ -f- 2kx± — kXi — O 


toa pares de ei^ujginAe» de mtívimicnlu n t - ¿úil 
igualíH, p^rn serp de la ir-ismu formj. Pues- 
íisLernas eqptvalínia deben (Kl=r lií mismas 
s naturales, SC reqi .ere una L _ ci 'npa"ieié“ df 
nejas naturates y por tamo de las ccukíqji.o de 
in ds Lg-i sldí si sí erro?. 


.■Miera 
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DOS grados de libertad 




i 


Suponga qued m-avlmicnl&ea periódico y te compone de nvi>vim| untos ormiinieos 
dr diferentes amplitudes y frecuencias. Sean 

x = A cas (ó:é +■ $), ^ — —w a A cciijf^í 4- vi') 

8 ?! B ím{w! + >i-í 3 V — -“iiPU eos («*£ + 

¡í, = c {ut + ^), *i = -h'Chji Ut - f) 

as* = D seo ( u f 4- ^ 3s\ = —« s í? bjí - ¿) 

Remplazando estas expresiones m tas das pajes de coi ación». de rnemmJeittfl y Jim- 
plífícrtntlfi, uHenetnoa: 


{'2k — 7Tiw J lfl “ kLB — O 
—fe A — (2kL — ÉmLtrlB = D 


( 2 Je — 2 mu’)C — tí? = O 
— feC 1 {Í¡A; — mu*)?? =s 6 


Las ecuaciones ds fremenm se encuecitrac iguaEancb a cero los deieTminzntes de 
les caefideities de Ay B y de C >■ D. En tinte miOí oteftejiiús: 

SW - D 


Sr;iV 


i: r/j!,.. 


Fn úrtmecu eticin luí lies lisie mar son cquivuieniíi 

La equivalencia ce bs dos sistemas íámtúéñ pude establecerá de \es cl acción;* 
di mo^ntiejiio, wítfidemdo que 


ft 


U, F, = ZVJfe ¿i = id 


F* £ír aí 


2m 


Fig. 2 - 3 A 


-7 ■ 


íf|¡| 

;"j i 

ÍH 


6 


i i 


11 


VIBRACION FORZADA 

32. Utilice si método de la impedancia mecánica para ha llar las respuesta del cundo esiacioitü] 
del Sjstcma generüí m&sa-fc$or:s de dos gris dos le libcriacL que se muestra en La figura 2-39. 

Para vibraciones, fu raídas íiíi amo ni «na mienta, hi scuacLoflís de movir-lento 

están ¡inte por: 

fHi*i + {fe 4- ki)£i fea? a - F» sen ut 

iHiJFs A feii — ki%i — O 

Remplazando F*eí wt por F u *r¡i vi. X. e^ pur ..v¡ y X í í iU * : pnr xi, las eara- Ffr , cn 
danés ¡fe movimiento se convierten en: 

in L íVa£,í |tu[ + (fe ~ fcjíC.í^ - = F^ Jt 

+ feX,**" - feXe™ = O 

donde í — y' — 1 1 K'ilílieiuJo pj* f ur y cano blando el uíden. oteóme» 

(fe — fe ■ -niiiw^X: — frjlj =■ Fg 
—fc.X L 4 - {fe - th^ÍX, = O 

y rcsoliiíniLlc j»r la regla deCrtmíf, 

A fe 

O (fe “ msíí 1 ) 


X, = 


(Ai h Al — Vrti oj i )(Aa — Tn T u*) “ kj 


(At -f- tx — tría ui 3 } 

—k¡ 


F> 

O 


Xi - 

(Je, + fe - 

Wlj lü* j (A* — TflaLj 1 ) — fe 


ÍÍ- 

ÍJ 

Tí 

K 


F»(fe -- ^«Ttl 4 ) 



ííiimiui' - 

i /rt-L k 2 -\ tllik 7 1 rjT - j'iJ i ji.,- ■■ 

L fe 


X¡ - 


Fs Ai 



miJTijy 4 — 

(mjfci -h mi fe -r miJíL)^* h 

fe ti 
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Cnmo te fundón fuerza $ F» sen ut = Jm {F entonces ji = Im (Xi é™ .u o sea üúc 

*, = ImÓ^HO = ImiX*'»"*) 

f m (.V con f¿f +• +■ Í3C, «níu' 4* f.i| = ,V, un («¡f 4- •„*} 

, rS *i — Xt sen (wé + a) 

Smuliimiíníe. 

_ jg ,_ H - i Sín í e.xpresj-óía de Xi contiene ¿[ticamente cititítíjdeü reales. Así que <i = D Q 

■■ í.\\ : ' d- ir d ¡TiovimienlO de te flia=.J íi,J íri 1js e Lo:i 1:1 **CflacU»E *> ^:n lís cícI.lsmjc Js lü'J w f Por ransi¡¡tiLdrn!, 

X. = A'» y Xi 

i ,i= rcinuestjw -del es Lado esiaci. 0 " uria son. 

_ _ F«(fa tn t g*] _ _ 

*' — m, J«ít/ - (in L Aíí + lílffts - ttisfc.-Jur — k,k : 5 '" 0 "" 


F t k, 


veri 


" frtL‘lilidJ* - (ttliírt Illa Asi 4- HlaJtOw 1 i- fcl/íí 

-* [_>eí¿i j mLti& u uo ración dd eiiüdo estacionario de lus dos rtia&us j?,> y que se muestran en la 

L . llgufEi 2-41. 

Pf lo> dnligiamJS Je cuerpo libre. Iss [los ecuii- 
cier.eS ce l'u-f7J pueden Bter^birse 

M, "i ~ “*jÍ5l Afcí*l “* *í) + X} COÍUlf 

— —r*-'j. í ,jtí £"() Á ; s5r: 


3 Jl 

3 


>L..Jo ¿itaoioní 
figura 2 -j9. 



«lisr t + {A)i + faja, tai* - F.icosmé 

KMjSTí -I- (fr« + iV.]'U-i — Alai. = Ü 

Siipnnga que el mflwimienio c? periódica y se coüe- 
ppitcde Hiuvi^LieíLíM .irn?ónícús de diferente* umpitiuiiei 
y recuerdas Sea uno de eSlOS componentes armo nicas 

,T| — A CtJi (jjt + il], £\ — "Au 2 eos íii< — di) 

- J? C05 £u£ -í- í). Si = —Bu 1 tng <‘ljí — ó) 

Remplazando tao-s valores er tes ecuaciones at m¡n:- 
mierta, ■enemas: 

jfrj + fri - ín,«“)*4. — kiB F/¡ 

“■fei-it (Ai; kt — TK.J ¿iJ 1 if? — O 

Peí media de te regla de Cruair « cncifcrjríín A y 


A = 



FLg:. 2-41 


FV 

—k-2 

¡ 0 

(kz + fea — -trsiu 1 | 


fifí. J'W 


B = 


{k\ -- ki — v?ím í )(A"i kj Trt-ü: 3 ) ki 

_ t''«(k t + k¡ — rhtü -.?) _ 

(¿I -¥ ÍC E — «l.¡« t 3ífea + ki — MÍí*: J l — 'Í!j 

— ki — Mi tf 1 ) Fi | 

kr & i 


\- 

j _ 

je p 

Fíg.^O 


Í.A,q ™ A, - -Min^jSki + Ar‘:i — iria^) - ki 

_ F v k, __ 

\k\ — ki — nii«*)£ftí -- Ar.n — nim*) — t? 

Despufcí de que te vióracióni libre ha dcsapnrecido¡ la Viljración qLi= pcrn-'inccr CS un niflvEmietltg irrnímkg limpie 
■de irctísicncjá .cual .i Lo rVecuenda de te fuerza ttangülo do fase es 0 : 'o LÜO-, ya que el movimiento de lo nsa^a «tú es fase 
o ion un dcfa^ijc de respecto n le-excitación, Per tanto te Vibración dti e¿Eado ntiSetenari* estl dftda pen 


mL(f) = 
¡Fsfí) = 


Pntfri -f ki — m M ^ r ; 


—___ \k- m -\-k» — WIl J Í }( A: i fci — ttlit;’) — A¿ 

_ FJci __ 

(fci- I ki — + ki — uTud 1 ] — ¿í 


eos ut 


c ns- üi t 
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34. AS Súpole de i sd-Stema m^a-re&orLc, que se muestra en la figura 
242 t se le uíi de splu/.Li mismo forzado S-inusoidESÍ ,v(í) - Fu 
eos w í. Encuende las vi h raciones del estado esta don ario de las 
masas¬ 
te «uiiLiücití movlmier.tu «¡il-fia par 

m,x t + kix t + Man - t í) ” fc,F#eíis*í 

m-j £5 + “ ^i) ^ ® 

Piceíj qyc no hav flmcjnÍÉuamteciio, las masas v -raíi en fase n cen ur» de ra¬ 
maje de 1 Id 4 respecto al moví miento fomdn, P*f comI emente. 

Si = A eonuf h iéi = -a a A coí*i¡ 

ja = B íoa arf, *s = -a*B eos «t 

Remplazando s-í los valeres- en las c caí ademes de movimiento, obtenemos; 


Lfo — ki — miu s )4 — itjB — ífj/'o 
“•-ÍC:A + (ífi — íMiu'JH — Ü 


Bur t¡i regij de Craitusr hallamos A y ü: 


« P¿ 


A = 


f r ^l 

Mt 


ikt -i k* — miu s ) 

0 

fifi — TH-íti] 1 ) 

, ^ - 

-k¡ 

I (*1 - kí — miiii 2 ) 

“fa 

:.¡t L — k -1 - mu 1 ) 

-h 

(ir i — Til i y?V 




y tas vibraciones de! «starln cs'.acLGnanij son: 


ara fO - 

Mi) =■ 


F * kiiki — íh¡j : I 


THinit4i l — [fcitíti a- ,feiJ7i| + ki wii]^ A k t k, 
ír 3 ktfc - 



IB] IUto 1 — [ifi jn-i d - + íc¡ffl:]tí' + r :.k 


C,C. 


35 , Un bloque de masa hi, que descansa *i>bít un piano horizontal sin fricción, c'ttá unido a dnaj 
+ rilld homogénea de sección uniforme que tiene upa masa jW y una longitud L, por nwdio tte 
rcSO rte de constante L como se muestra en la figura 2- 43. De termine la repuesta del c$i 

eatacloflurio de] bloque. _ 

Aplicando la í citación de fuerzas HF = rjru 3^ T" 

bloque, } La ecuacitü de momentos 2 j!W = J í si I 

pUfllu piií-oinda O, ferien Oí; 

X -j- kvt — kLd — Fo Sm wí - 1 - 

J 8 -T ( kL 1 +■ Mffatf - kLx = O 
donde J ML ! /3 ^ cl Mofliente Ucítisídn déla va¬ 
rilla L-on rcsprcio a! punió O 

Sean JT ^ A ien uí, y í - B sen ni; entone* 

- - JA sen vt> j 9 — -•?& *cu üíf' R«npta- 
E&T.do CEtOS vatores en las KUtcanS de moiiHrntírtC■:. 
cencmas. 

(t — kLB — F » 

-*LA\+ (¿-¿ ¥ + JííJn - Jéí'IB - O 


k 

•\v- 


■ a sen ■ 


:* 


r 

■ wt 


Fig, 2*43 


Resolví 


A = 


Ft, 

-kL 

l/V. 



0 

{kL* + Mya - JJ) 

«V 

\l 

■S" 


(Al - «la*) 

MI r 


-kL 

(Jfet 1 - A/ffB - 

Mfln 


¿v; 


i : I Efc Lj* r " fct n gf _y ‘■v ! __ 

#W “ - |fej + tf^L 1 + «iMga) u' + fc^£Ttt 


HCÍÍ uií 
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CAP 

| ABSORBEDOR de VIBRACIONES DINAMICAS 

j. ra £. 43 ( 0 ) muestra una masa M que tiene tifia vibración forzaba; Con d fin be disminuir 
_ J c otno sea posible la amplitud de vibración de h masa M, se agrega a ésta un sistema auxi¬ 
liar musa-resorte como se muestra en ífi figura 2'45<fr). Especifique e! sistema auxiliar ultimado. 

j h u ¡iiPij. ;t « time un jlMcfvi d* d&i de 

hbeíifóUn mu furoen Fum que «afta sebre ti masa A/ Ls* 
astgeineís Jv moviTr.twLu *jn: 

,i/r\ - Jt L a, H **(«>“«) - aenat 

fl[ JT: 4- fcití'l ■ z ' t } “ ^ 


Sea f > 


_ A ; , f¡ w ; V = ¿í (j/. sriLOnCUS = 
y y — ¡¡ce wf. Rcns^luiuldu fiSlQS 


— ul-.-t Hífl U.'. _ 

yjnfL- eli láH KuaaíwieK di moví miente í en E^n Oh 
tfri — k-: — M*t L )A — k-¡ j B F .? 

—.fe¡A + ” uí^'jfí — O 

A'fiífrj — «tufe_ 

Resolvísrtéa. A - 



[k\ ■ - Mu'Mkr - mui*) — k: 

Piiru . -i 11 1 :: - U jmpü'. d de vibración de la musa W, es de- 
A _ n_ _ (ti üjJ) Jebe ice ig=jtal i e-crn Fot 


{«> 



Fíe. 2-45 


-fe 

i.. a — Pttsiil 1 ) 


i Tidti ti una! 
| r medio del 
puesta del esta 


ar. puffi uve 

hinlú Ai - rJl Ui- y " — H-'fr*' 

Per conjicmerjltí^ 5= debe diseñar el üíSOíbedor de modo que -ni íreciienca naiuraí ssi igual á |j FtsCU encía intpiesa. 
Cumulo cita ocurre, 3a ampOLud de vibrsiciia de k masa Af et {irficticaruflue een». Tn ¿enerul. un itisüfbeíoí ta u«i üm- 
camenic i;uaíido Esr ¡recu-enria miural del sistema originad es casi igual a ta freniepria de Li rusnu. Por coniltuieni-E 
k /jW = kz:m ti jpre.siinaíl 4 im=iLt eidrto pjtrs d v-iem. <winpkLü. 


Una pequeña máquina reciprocante pesa 50 !b y gird a una -de i dad constante de fcQOO rpm. 
Después de instalada ta máquina w observó que te frecuencia út la fuer/u era calí igual a lu fre* 
cu íncia natural dd sistema. ¿Qut absorbedor ríe vibraciones dinámicas debe agregarse, si i a 
frecuencia natural del sistema debe diferir par lo menos en un 2Ü'-i de la frecuencia impresa? 


jr 4 íon 




■kj 


r.« 




/" j sen u t 


'kt 


Fie * 2-45 


(« 



Díspuíj de agregar si alKcrbeda-r a la ínéqulina, rl sistema üompleio sí íouvíltio en un ststcmii de das tradoi de li- 
(jci-Lid, Cm.iI es limpUílend^v rvpi c«nt^Q c-i E.i f¡c int ?-4ñft). 

3Las amplL-udes tic las. vibraciones dicl estado «línejonsrm de las, masas M y m ¡se encuentrao segírn se"señaló en el 
pfohleirci JO y c-Ljn d.iitn'; “..ir: 


A = 


n - mu/) 


fti + kj — hla 3 )(ki — mJ*) — fci 


S - 


F'ik, 


(ki t fe - á/it-ji í:« ~ mw s ) _ A r í 
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E.eií frecuentas aauiraLéi det sisuma ¿o m píelo- pueden h:i -ir<t da 

¡fe + fe W)(fe — k\ = O 

cu* » — desen *M por lo oca» c m *» do fe r.«u«*i» =»!»««, P-‘ t ‘" lf 

PividÍÉíUÍO la Cduma B^pícsiiírt por *-fe atUnrtííiOi 

f!. + fe/fe - N» l tki )[I W/fe) - fci/ti = 0 

- j t Jii/m - t-;, «*/«* = rV Remplazando este* valores ot la ecuación anterisr, obtenemos; 

r* - (2 + Jts/fejyr 3 +1=0 

> comíi f ^ Ct r S. inttMees tí/Ai = G : 2l. inc 

Como 50 sífloló en d fMNMtt36. *' /*>. - *•/«■ Por *‘A - * '* - M' T « - **“* “ ,0 - 
Por íonsitoionio d oWMbedor pedido .Irte peí. ¡ 0.5 Ib y tener en reame do «MUHKe.iu! a». 2 '* 



VIBRACION I.IBRE AMORTIGUADA 1 '£®_ ' ( '* , ’ 

38. Estudie el movimiento de un sistema nwttne de dos grados de libertad que tiene «ha* |f>. 
fibre amortisueida, conic» ^ muestra en fijiuru 2-47. 

Lü> ¿c.uciunt!. de aaovirntúAio íiLiit íliuia'i 

m,*, + (ol + ís^l í {fe 4 ~ 6 ríi ~ ht *t ~ tí 

F7Ij¡ Í¿ *r Í J jj 4* fe*l íílL ÍCiK'l ^ 

como L 0i enmpgn^tc? ik vfor W i6ft dt sislem. amortizado no son periódicos, es -. 

«¡r, uuc san --avimtcmüs ¿aiUlwnos ümi anpliiüdcs tawdm. ** 

I t _ As* 1 . *± -- 

b toma «enere! de su lucen. nemgtueMM estes «!"«»»>«" ¡« « B “ riuM! diferencióle. í 
tUvidicTiÓC po T *‘ ,t iternrm<15' 

¡ m;f ¡ + (ct 4- c,|s - 1 - ¡fe 4- /ciiTA - {tf:S + fe}# = fl 
[7fí. : a : + — fe] B (ííS 4' dí*)A d 

Cotnu « «1 «. de uno vibro»™ libro sin «um'dgunn.fcn. 0 . la «tudt. de ore per de ««.«.de* ***** * 
mente ti Cric XtfmidP *1 


- O 


[mU* + {q, + f,Js + (leí ! ftiít ~& s + fe> 

+ fe) t™.** + wr- - fe) j 

\ 

ÚtAdiToiSartco d diticrminan^ úliKíier^us: 

[ima" + (t. +¿t)í - fcs 1" fe* 1 fwia 1 + e¡¿ ■ “ ( ,j ü j ’ j “ " 

í! rftoviBiitiflta» General coinpk-ti del üislcma f-itde ex presarse ci>nw. 

■Mt) “ ¡ ^ npr,! + Ai * r '‘ 

- Bze*** 4 ^£e f r + B L fV 

raTO!ieS de ai7-p3ilG¿ ^ bailan de ta elaciones aSgehraicií de It» OOCfiCtcrUCS A y B: 



¿íGt 


míe’ + (íi 4- í-±)ít + fe + ftfc 


víijGÍ + g£¡ I' fe _ J_ 
Ü;3; 4“ fc| 


dundé í -J 1,2, 3.4, 


jé Arturo Cedeño González 
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eneróos: 


, M m IÍ3.5 




5cpenga que -fS 

MniugMiH- llíi:ir ' 


li ecuación uaractórisica san ciCHHplíja-5.; íjitüiKís dcíwn ¿uílie Sí caive* f a adíeme* faíee- 


?: 


- — (Y-l-íiíl v ffn = — fr — ten 


mí. 


A ^.-r*** 4 - A*e- ÍT -* Jt = e _, MAie H * + A a í“! 

- í' r< '^ L cea ríf - i4 L scnííí + Ai eos di ~ lIíSculÜ] 
-s Cs -Hr sen í«íír 4- $) 

Bi e't* h fíií'J* = i>í "* sen fíÉ + 

Üi:rilLurn«*w* 

Loíi-'-f & inavimlenlo gcr.crn,[ sv 

a L (f) = Ct ,-rí 5=n ■(«?£ + £) + Aaf^' + Aiú’d 
jrj(íi — £?.*“* sen (dí + tf) 4- 

4U c «. movimientos osálanrioi M P«r«ta« Je implraiátorecratt. 


VIBRACION FORZADA CON AMORTIGUAMIENTO | D 

e dcac vibrad®». L! sistema mostrado en ¡a figura 2-48 liana una vthrioónTbnaiiL 
D^iífínine el írtovimientfí General vJcL siátsma, 

Ljs H^acionís ás moVLíniaiia pura vibración forzada con amortiguamiento 
£^n: 

S tl as, -I- íjOl + f=)¿i + Til -T ki)*t ~ íi«4 - k **i - A sen mf sen ÜÉ 

nía ír'j 4* Críj + /f|Xi — ía*i — kiXi — O 


¡TTi 


ti 


¡Tí] 


Plft.2-Í7 

.¿o1í:íll:l-, Limera 


Id de fí4¡tLC,icin®- 
’üi cú:i siiU Leo! 


1-0 quí. Bi ~ rt.4; 

¡i' *m. ¿¿oí m\ 


Utilizando el méwtlo út k imped-meio rtiwinkü, rampkíe F,^ wr no: 
F, sen ai, X- «-■ pe- aei y JC.« ,C ' |: ?or r*. Cambiando ¿ ■ord-n y dividiendo por 

t r ‘", lili ctuiiíiUíneA ü.-. •!5úv...i¡mi¡j sí ojrtvísrLcn cti. 

J(A¡ L + bv) “ ÍFljW 5 + i[ci -T ej)(j]X| V {kt - L ‘ ÍCafiXi = F; 

—i.k¿ -r ÍCfLíJXj + {¿i — W¡?td' + tff* Xa & 

RísüIvieado por Ie ro|]¿ di t rnmer, uhliiiiJSlOSi 

' Pt¡ — (feí +■ Tíjuí) | 

O {ÍFi — íttru 1 + ’tClüí'l 



Fijf. 2 AS 


X, = 


J.fcn -r kA — TíijtiF 5 4' í(fi 
que es. de l.i forma [A -r- Í8)HC - ifíi rt «J - ifñ :■ X, 

i r L “ 


— rrt o.M 1 4- ici Ldl — (fcj + íífjic) 1 


vi 


-i- B- 


C 1 4-/5' 


(i) -- 77i, 3 )l| <t] rmid Sr .l — E- — f-rtsiJ s -- 


SiliLilarmenlí. Xs — 



Fltkl + 4 -*) 


fífc, rrt,M 1 j{^ - Jrt.it 1 ’! — ^*]* E u 1 Cj (Ai - JFLjV " 


k lú Seúrid dí vurlableii ¡3tm pkjíi i leníriuv: 

Xi - F t {G - iTT\ = Km*- - ^i( 00 í^ t + i sen 

Xx = F*[K + iL) = Xie** = Z«tcQB* s - ¿3en^.3 


tioíidi — tan y pj. = Can i; p. 

Pí:ü Ib fujlijóii Juerzd íb í’j.sGn ¿ri = trn (Fü e 11 ^) ¡f aii, 

Ki = Im(XiO = = ^«*1^4#,) 

a, - IrníXsO = Inníií""'^) - XlscMuí-S-#») 

rinnrif (iv CAprtsicn® paru X| H Xu >' p t v^n E^i,' que ve señalarpn apleriorrnsnle 


7KI, 
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I CAÍ 




i • 1 


Ü 

lili 

'í 


Si L fuir. n J'JtriQ FaCos^í, cítlúnfci, 

t l = nú = a"i ios («í + #,) 

Í, - He 

sj l¿ función íitsrzs. sa etilo noes. 

jt l — Xi síti M I I.&.J + íX t coa |u¿ A ^ L > 
x¡ — Xi ?,cn i'llí T- + ¡Vil gilí ‘ W t A- fj) 


40, L'n sistema mühü-resurte de dos grados de libsrtyd, que tiene y na vibración forzuda, ££ -mucslrn i 
la lisura 2-4’>. Suponga qus el valor del amoniguamiento dei aire es c — \ ló-pul/¿¡es y la; cq 
lames de elasticidad ion k \ = k± = I Ib/puL Determine las vibraciones amortiguadas del csj 
do estucidmirm dj las masas íi íí'd = W- m — I Ib y #= 1. 

Las ecuaciones de raovcTnrcnip están daifas por; 

mii'j + c íl + — Mu — Xl) ~ í\ LIOS í 

iftjjti ‘I* -s- fofas — afj) — 0 


donde c rciífüíiaitií ¡3 resisieníi*. dd sí re 

Ut i lien nri.-> el -nétoci- Je I- ¡m pídanm c .:í nk ,i y • :,rripls^amío F q coí í por Fu # r , 
Xi por X- L ti 3í y Xi Kir Xífi'^r las. ecuaciones d* rnOvimiínLil S£ OíMivkilftil efflt. 

\k¡ s- fo) m ■+ sV|X. - A; 3 X : — F 6 
“ írt: 4- is}Xi - fo Xj = C 

Rímplazaudo los '/olores £ = fri — l, iwi = ■= I y c — L en las ecuaciones de 

movimiento, l,Li:c: ii'j. 


í’ú O OH idí 



’fU 


; fo 


(1 + f)X -X, = K, 

RflMilviíjiclo por la regla í: Cramcr 


X| = 


-X, 4 iXi 


II 


FEjf. 2-L& 


! Fn -1 

| 0 i 

— T — 

(1+fl 
- 1 

F, 

0 

F> 

Í1 + 0 -1 

- i- 2’ ‘ 

t ¿ 

(1 + i) 


i - t 

\ i 


-1 

í 



Simplifica ado, tenemos: 


X , 


X L = r,(0*3 -■ OrAí), 
f ,V(0.2* -r 0,4*) = G.4GF*. 


X, - íaf-0,4 - 0,21) 


.Y, = FtViÚF -r 0,4 S J " 0,4 BA 
^ = taíi~ A (“0.3/—0,4r - SU,6 a 


y por tacna, 

turf 1 H¡JA/0-2) — HW.4\ 

Pero le función fuerra es Ft> coa ^ — Re (F’tti 11 ) j X ; — Xjí 1 ' 1 . Entonces, 

*i = Reí-Y.e") = Re[A r ,tr-‘ : - X, eos (í -f 

SirnüJfmcmc, ^ “ As eúá.(í + 

Por consiiicicer.ií Lcii t'H>r9cion« «im jriie.iJiis del niiuio eüiaeiúnar'io es.irtn dadm. por 

.1 = Q.45fn=os(f — S3*4*) 

Jí] = 0.-55i* eos (r — 2n,^") 


PRINCIPIO DE LA ORTOGONAL!DAD 

41. Demuestre el principio de Ja ortogonal i dad para un sistema vi tírame común de dos grados é 
benad por tuedíLi de cejasideracioaíS-de inercia, 

En ifcacrjl. el ingvimjanio He ni ¡ls:cm¡i nhrimtc ü= Ji:-. yryjui Je |¡bc¡ íií) está esHo por; 

x-iü) — Ai *en (uj.t 4- At &cn (w ¥ f 4- y J 

¿Csíl) — ííi -r J.) — Bl seníiiJsE + 

donde A ]t A í, Bl y Bj slhi tai .imPliiudci de ^jbraAin de |it dos masas, y fi Eos inp!o$ de Hisc y ai y « lai 

cu encía s naturales del sistema, 
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í. 249 


[ <> 

í - 2 


Jjs grados de 


_ uJ i j 4 js Í3-S J" ! 


La encf&ruíi^add sisteman: 
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h.t - i. ^¿j f? — Vw¡i. J 


<51 


y fiur wnw 

¡E.C - 


= + A a uJ J -l- £i»íí<*iu± ™ 

— J t )* + !W|.H^+ S(í7 l 0i,) í /? : ,ti í )| 

Cu'mdJ d HftWltt tsetse modos prificipaks de dación, (a Eupraión de ennrgiu Me ««vierte cm 
. E.C .*■ jl?.k - +- tríÍP^l) 4 ] H- i[vn. 1 .[A I «g=- m^jEÍ.Dc/J 

p ljCSl ,- UÍ tai ios ttpreswii.es ce energía ¿itálica máxima deben ser Iguales, entejes, 

í/i] [A | u t ){A ¡, «a) + ■íWi<íí l wi)(S J ‘j|) “ a 

deniíe tí , v iüi son las frecueTKüia naturales de un sistema-de dos pradírt de libertad y puf ürütd '¡jW pueden set siempre 

Mrtí^ISSWPSW*' Mi(JtiJl>) + , ni(S|Bil . „ 


42 Lí masa «f, sajelada sor los resurtía I .,1», como se mucsirfi en la fi^ury, 2-50, esui re~ 

iringicu a moverse en d phimu je^ja sttV fricción ■ Si la masa m se desplaza de su pastelón de equilibrio 
orático O V se deja en libertad, demuestre que mus modos principa leí de vibración son ortogonales. 


■ :f II-JÜU 




A'&i £0i. Ir COE í | 


IV 




L.^í 







■\Mh. W* t *\ 


Fír, 24tl 

Corno til masii m tsti íeíLfingida a moverse en el plirlO .?■>', CKC íS un sLucttie. de (fc)S grados de libertad. Cuando se 
Eptk ¡va a la Eiuíj, las ajndicLunc» ¡[iktalcs íiprcp:sulE.f. ésl¿ vibrará en Cs Jirllllf m-J-i.i prndp±í «úa ífecueilCil ilRi -r'i j¡, 
n cp cí ieitutulo modri principal -:¡nn, frecuencia natUIll h¡í, es riccir. 

Hfftl í= A, ieh í*fj t -V y p(t) = X 1 A 1 sen t»¡ t ~ £,) 

se{t) = Alíen (a t £ A ,pj y ij\t) — ha A u s=n íu. £ + 

donde iii | y 

^ipongurtui* que \u iniíMB m *e despinza X de SU posición de equilibrio «< ótico. tntonwí el resorte k¡ ie deforma 
X eos ít, cíiso se ¡íTuestTS. La compon eme en el sentido x dí iát? fueria el¿.c::ca o.A((A Cl>s íj^cas íi¡ = Xki «i 1 tfi- 
tniensfiis que la «imponente en el cernido v de ctt 4 i tniurnr fucríí c$ Jfír, toa tfi ew ¿ L i Símil ármen te, fcl cttmfNKteñtct 
ÍC d Sbttidojc dí las ÍEieryaí eláslicas producidai por los resortes fct t - - ■ f fcn. nn Xfci eCa“ pr, . . . t Xki cOS' í=> V las 
rasti ponen le*, de emu. mlimus fuijr.-n en el enLidu y ’-.jn Xk* «6 tí&H Xk* <!4J» tf » yi.. rui ijnnii- 

guientí. la ctunponciiEE ep e| senícda ¡f. de lu suma de tudas tas- Fuerzas producidas por Ins resürtei está dada por 

coa = P: + A; c líe" tí] 4- ■ ■ ■ + A* coa* tí n ) — 

lu Cüinpócente en el icjindo I ¡t: |¡r -.ur-.j id '.diai !i-s l'uerZíiS rrortucitl.i por 1 recríe: .s: 

X{k v ene ¡\ cu* -i- k t coa s t cea í», -í- - 14 i cos P^ con 
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[CAP 


■p.1 


Da larma . .iViiL . el csor.í ki ¿c deforma Y cas p s cucuiiu l¿ musa <« ±c desplaza !' üc ¿i p. mcí dk cüuí bri:■ 

?ático E.a cíjmpynenif ín ■ ■ ^ «de esta fucila eMuiea es Ykt eos ó t coa da, mientras que |n componente en el 
:j-¿0 y dí cs:a reí? “.a es l'JItt COS 4 ü t , carmi *s rmieátru. Ptr oonRÍEutenir, la cgm-inerte cr el se .litio.e (le ¡o íl- 
¿tf ludís lili fu Drías pfortu cirttf* pfir Im r«uri», debido U un dwplHT'amícfltü Y de I n ritUa, en tu (tlrecclfiti j¿, CíIpi darte! 


* 4 coa í,, eos 0„< = ík tv )Y 



Y(k¡ um£, cose, 4 cííb 0 -j coa - 

y ¡d componente en cE serride y es: 

F(íc, cos : 4- cók 1 ó¡ 4- ■ ■ 1 — k f eosr $„) 

| as ceibo- n«s Je tíidy i míenlo da la IUS" tfl f va un desoí a- 

¿lillkfKO general x-y puedzti espresura; ¿ótilu; 

*ti* y- \ (ftn)sf ~ y 

my -i- t = 0 

Cómo se iníli íti? •cr, Ih priñisrj p;irtc de tísk prubierrn bis ,¡m- 

psiiudes-jr > y de ena nasa-que vibru en los mntui principales,, Ejtán 
í.ii |ns rdar:mes Iii (i \ v . Fl movimiento ce lü mmii prir i los tun¬ 
des pf ieiej pales ce vibración. Lie re lucir a o ¡arp-.i -de sir.a i ."ea r:cta 
que pjsj pi-.- e| O, 

Súpolo qi.te \u¡ anipVnrlc> ríe vibración mu uurtnrks. entone**, 

A , = cosí?,, rl E — eosfj, if, — eos^,, B\ = cos^ s ' 

q-iC 50 Í 1 los rosen -75 c íerrices cic S 5 I focas Ce vibración en l-.:s modos priticipalcs. Si eos ¿> eos s¿ -i- eos tos " 

líu det Ifpeáí de Vi bridón deránt rtiimianientc perpciuhetüre-v 

Cuuncy U mas 5 «ii vi brando cr. d primer rio principal. I« ec y liciones 
di movin.'.ier.io « con ne ríen. tín: 


Y A; OS (r , LCJH fl 


FÍ£. 2-51 


M 


—nui?A, — (k ±l }A i -+- [krj)B^ — íl 

— + ik-jjjBi ■ (ÍPvjM i — O 

y cuando In masú eiiá vibran do en el segundó modo prindoal. loa ccuáciotics de 
nuovimiínLO ¿en: 

- mu‘A, rt- {k^AAí — {k x »)15* — O 

-Frr^yff. -I- (iHT^iíj + (íf,r)vlr O 

Multiplienndn lu primeru de estas ciíülru ecuación» de cnsfimietito por 
— Ai, k sefli (ida ocr — H:, la leñera por 4 i j !a charla p-nr H > y suinirdotas, 

óbtcfieinuü: 



f ?riuc" IIi.kDj 




Píe Mí£ 


- (k ll )A t Ai - {KÚAjBí - Ú 

- {£„)£?!£¡2 - {k yi )A,Bi. - O 

— Títof A | A J 4 L íli 4 I tx-j lA L i$i — 0 

— JJluíB, 13-i f líc^iRi Pí I iír,í).4,íí, — ü 

mvliÁi (uj — u’) +■ — O 

MAkAíAt = Ü 


lu l:ulI ind.^üt que. 


v por consumen"?. 


A;Ax - B-Ba = 0 
eos ffi eos Sj — eos ¿i eos 


-- íl 


es dedr, que las ¿os lineas recias, a lo lugo de Lis cutíes vibran ios do* mcdcs pfijSCiralcs, «m rautuarnenle pergeaCiCU-ii! 


: 




43. Si k » ks = k >' ih i = tm — w* demuestre que jos ¡Tiodo* pt i tic i pales de vibración de] sistiiíj 
dado en el problema l ¿ion orlogonales. 

Remplazando ktos valores en Sa «uadóu de frcciícncia, oóceitcmoi; 


as O.t 


u, = r-íít/sra 
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„ rAZ ¿n Je umpliiud ubtertcmas Ltra imsvirrntjitoí general» de li» mnwüf: 

De ]&* Biíuanan» uc ■“■' 

- A l a» (0,BíVWm L ~ *i) T Ai sená.SaVÍSn C + ife,| 

- i,6Mi aín (ü,6t\/E7S¡ é 4- f k ) - 0.63-4? fot íl-W*/» t + *,} 

4,Ai + B.&i = Al A? 4- (I,$24,){-&,63At) - O 

je dündü, 

Por cwl) |jiiiei,tc. 10! modo, ¡.rapóla do »ibr«¡S„ dol »»ora. »« oMo^nol». 
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3 "c&ScSjl 


/ “ II 1 r- >r nV 


2-52 



SISTEMA SEMI-DEFINI 1)0 

u Doy bloque de ni asa /m y respectivamente, 

. unidor por medio de un resorte de consiñrue 

k desdan sobre una superficie horizontal lisa. 
wr1w sí muestra eti la figura 2-53. Obtenga una 

expresión de las Frecuencias naturales del eterna. FI&24* 

.ApSL'í&P^ 0 — ™ a r 

«lijé, ~r itpLCi ■ afí) = O 
i«iír= + M*s ~ si) = O 

ga quc d niuvimicni* e periódicQ y se compone de Biovimlefios arméetieos de diferentes amplitudes y - f «cuín- 
□ ni. bc¿ utiú decstús «m pan ornes arminEwí 

i, = A 'en (>4í 4- JT| = ~wM 5.cn (u( 4* 

tí = B -k?. toí - <p), Xi = ~u = B se í + ■>) 

¡Rícn^ia/iiPdo esfóí ralo reí iíl lí? ccu-adun^ de rnovimisnlü. tcncmoí: 

(fe —"taiu^A — kB = 6 
— kA + (fe — 7R±ü r )/Í “ O 

La, eiruacjfiíl de íreeucrxia «Obteiw igu-i^ndo a «f4 fll d=ter'innaiw* Úc oh eoníiüienlBs di - j i tf. « dee-.t, 

= ü 


í‘ 

■ 


(fe — m c w 1 ) 
-.fe 

Dessirolliiínlo el determinante, obtenemos: 

ttlilrtuii* — fe(wti 4- íRt)« s = ü 
y |aj frcctiendas rtatUfaks del ¿lut-í rn 2 SOH' 

¿í, = ü y 


-k 

[fe • Wk^ 


fcr[m.j»Lau l — fe(mi -i- Trt]^ — 0 




BjV- 




i felwij ! w-) 


»1 I 7P i 


rail -eg 


Como upa de Ln; frcoienc..n n isl-srai.es di" "diflentü ti t£ud a csro, el íisífíYií] no nscla. £ei Oír.-- pnlibras, L> -_js ¡ül- 
ssi se niUt'-'HL cerrio 'ju todo, sin. que haya moví inieni» reíitlvo Ci3l T s ellas. Ls:« so jono^e eanuJ lu SlScl twi >s ni-definidu. 


.c Ciliares 


ion de! si ítem 


^5. Un péndulo himple píndí del centro de Ut muy A/, coma se 
■ .maestra en la figura 2-f4. |,.e masa M está deslizando sin trsc- 
* ciót) stibre una su per lidie InariiontaL b.ncuertire l^s :r cenen utas 
't'?}*';' murales del si&tcma. 

Tome c? , ccmO lis toortf; 1 ) 0 dn j q¡:c itecc^ilun especificar 1^ 
.: conflguíariíin del s¡s;c:nu. Las. eaipienoiies de enereí¿dsi sistema eüjn duJis par: 

E.C, = pfi- 1 4- |m[** + (L#f 4-2 rLí eos i] 

E.P - rníLd ■ cea 0) 



líiif.n. 


Porp yrt^utDi d^ oJi.iLi.’nrien Ofei^U-t¡S l.s, sep 8 ¿ fl f f&B ff ^ I — V*¡2\ por 
E.C, = Ttf) I + t.P. “ iWFÍ'ff 1 


urt^ 
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[ CAP, 


Lj ecuación de Ea:zrangu es 


1 [hiende- ¿fi — rC r tendinús: 


tí me,) HE.C.) $ I'E.PJ 

+ - — D 


di 




5ij, 




d ¿(b-C.) , -■ , r - 

^ ■—_7— = M £ 4- -ln(í + Ls), 


aiF-t-.) 


= O, 


De mudir que la pr.msrj ecuación ¿r mOT miento ístá Jada par; 

{-Ví -i- m} á' — i n L 7 — O 

Pl'R h filiar b se Funda ecuación. ds me vímimio hacemos q* = tf: entonces, 

- itt r L\ ¿ A L Vi, ' ~ '' = O 


a:£.E.j 

a* 


= o 


Í.ÍÍS£L = .,j!i r.v, *£<. . ilfeEl = c 


¿i 




y as.. 


f?í 

i" 4- I 'ff 4- ffv = O 


a# 


NujMnM truc el rnuvimieTilD es periódico' y fe compone do movimientos armónicos simples cíe diferente* anlplrtudj 
y frecuencias Sisa aso de es: o i cu ir¡ ponentes: 

x ,4 coa {tí 4 x — -u u A eoií^jt — 

* = í?coh{wí 4 : ) p V - -«'A coh M + vi) 

Remplazan de «¡Lto. va lores en Sai ecuaciones de mo vi míenlo- y dividiendo por eos fui t + <f}, [cáeme»: 

—-«*(3f -i mSA — j7 iLii'Ii = O 
—ií‘í4 — {.JL — g — O 


Lí ecn-Mión « frecuencia se obtiMC Lgífalaftdú j. cero el Cc:erminan:e ds Jo* ccclicicr-íes J? /4 Ir S, ef-ceci:. 

“ O 

u a f{±V' — — j] — íft£iirj — O 


—"(M- + irtiu 1 — ntLcü 1 

—üi 1 -{¡¿L - 


y cor cu.ifü^uterLc. 


L.I, — O 


k 'i - 


. ff{M + w.) , 

• Y JÜT - ra ‘ V5 ' s 


Cuino una de Eas frecuencias naiuía'es del sillería es igual a car#. cs:e es un ¿iixctna s em i -deíi nido. En estü Irecuen 
cite: sisLcma : ene movimiento de Lraslt.ión :ero r..: Lieije OiCLtadófl 

ají ' 0 


a - b: 


Problemas propuestos 


ECL ACION DE MOVIMIENTO 

46. Deduzca las «uaciones etc niavimiinLú del ¿Lstema mm- 
trado c.*! ja ti gura 2 ó? E; cilindro Hfcu\j‘ tiene u-j 
m y tiJL radio r \ fue di sin de-.L/.ix eltn f r..' de ,.¡ 
icLiTaljdyr;i circular de radio R 
Rcsp. (¿\l ni) 4- 2!íx¡ — m{R — r) ? — O 
SfVK^r)» , Y» 

---í - ffí I I: = O 



n ir 2 -ss 
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cstifl ríg¡d imtnle unidos a los exirímüs de un eje, el cual tiene una rigidez inrummi] K. comu se 
Dús Las, musas ck Ins iükús de lo* péndula ion igual ¡s a m y la longitud de Las imriliaj (que son rigi* 

iinu^-ry En 1 . ^ ^ Suponiendo que el eje ¿oí-:í un. cojinete sin fricción, deíu«B la, dcuiJnfl» ríe mimmieniu de: 


^ pos ^ énl,cos 


Has y sin f*&aJ 
sLsierrtti- 

vn ¿= f, + + A')íi — itíi = '■■ 




-rrtf-i 3 


J 0 , — (rrtjjl' b -Kjíi “ 0 

¿¿a 



,,... - V-;- -■-.■■.r.-v-- 


© 


Pip, U-^ 



■ Kh v , 4- ■- • „ I 


kt 

#MV 


Fiff, 2^57 


:CC! T . 


«i: flX;«sn- 


L £1 (iaura 2-5 7 muñirá dos cilindras dícularts i den ticos de m aja w y nidio r unidos por medio de =ua resorte k , Si les d- 
iindras-pueden rodar ^bremeotí sobre U 3u(^rlk:e Itnríaur.lal, deduzca ks ^.SCiCur.tí de memmleJUO de] ^iste-ia 

JÍíj/í. (3m/2) V E I - Mn - Q 

(3W2)í'a +(*!+■ - M* = O 


CCl iClON DE FRECUENCIA 

49. Deduzco la ecuación de frecuencia dd siiceína mostraiifr en La íljori 2-53. El p«c de ¡a¿ poleas se kipaoe dcspreeinbk. 

ñtsp. (mi - iJtiLírti + fomi -tfcí 4- fc L feí ‘ O 

50, Un bloque jtclan&utac de masa i* está aporrado pur medio de cuatro reí orces cotucaitos en sus «quina*, «ma se muatru 
. 1 un tfl flítnt M0. Determine la ecuación de freeuefldB, si única mente tí permitido el movimiento en el pleno vertical 

Rap, JVmtf - (2itr/» + 2k=™h? + 2k,r>iW + 4 k*k M b* = O, donde /, « el roo mentó de tois dd bloque 
llíi JEirpCCtn i su centra de masa. 








F¡(. 2-M 

51, Encuentre la ecuadón de frecuencia del pdmlülo acopkdn qae ;se muestra en h fyura 

2-ÓD, 

ímfíV _ (diíiL¿? 4- • {2¡/ig -I- Sljft) — O 


Fíh. 2-W 


ííi ■ 


-fcj 



52. Ujki vanlln rígida »ifl peso tiene di>s. inJíSí, .vi fy.n en SUS entremos. SStft '■ n 'da 

a dos rasarles, con-ú se muestra en ll ti gura 1-6 i. Deduzca Lni cü presiófi para la 

.■O, J 

í I® 1 , 

cciiadiírt de freeu«tei4 Jtl listem 

Rísp. J*wu j’ 1 — {ki t fa)Ji 4- {kiLi + ki T^fri^ 4- k -1 fril L , t — Lií — 0, 
donde/,, es d momento ÚC nerau Jl b virillu L-m respcíW a L-cntrO de ge:!- 


L b,j Ll . 

Fig. 2‘61 


ledütí fj. 
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DOS grados de libertad 


Caí 


FKECL'ENCIAS NATURALES 

si, LjI lü i.dffr» -’ú- suponga que Sa «nsmr- * 1 »*1 ubmbrc pirana necc cjiiaían-.= cu ando ¡j* m culos -k 0 «¡ (listen usit pci¡L f 
DfdUECB las es presiones, dí las frecuencias na turóles. 
kesp. di — \- T¡ híL , üJ2 — I. i¿V'T/L?ít rad -cy 


2£ 




■^hr 


Kií.2-63 



Fijj.2 €1 


*1 


«tía 


;v ■! 


|¡ 

|¡« 

•i{ I : . ' 1 .1 

ík 


i -i 


i 


3 r 






! ; 


54, La fmw m <»L4 ítWJWHÜíll ¿enaie de eti mará) rígido pr: rnrei.i Mr m recortes, como 4* 
nncsírs en j finirá 2-6J. Determine isa frteueTiáai naturales de vibración. 

jííjj?, _-j - ^TWT,. ui- = i4d/seg 

55. CütcüLe las- frecuencias nataralei del sistema genera. masi-resorte di ÍC-í grados de libertad, 
que lie mucura en En f¡¿um MS4 A i “ 3, *t - 5 v k > - ; Lb-./puk y los j*»* de m y nn ann 
6 y d Ib. reKpedtivsniír.te. 

Rup. -i = 2 r &9 | ,, i.i i íX4s) rad/áeg 

K, |>?s ci.ir<crof circula?*» ¡dfimbeos están únicos como se muestra en la figura 2-65. Determine la? 
ficciícrrdas nal LiJe& (tu- íi&icma, 

RfSp, iíj = O, un \ 4kf$m rarf/wfl 





"^T 


Fie. í-fifi 


5?, Suponiendo la Yüííiia de wneitiór id Lien* ;eso. cfetcmEtie las frecuencias ¿í osálüclcn del 
ísvtCTa mnv.rádíi eti b figura 2-tú, 

RfSfl, oí = y/kf-n L, = V Üftm. tad/seg 

JB- Cttldük los frecucneiii TViaurtiIcs dd ibLCJfl* medrado en b figüíú 2*47. 

/?<ÍP CJ, t ,Ph’/T\V, i», = 2;lS'Jkfm rad-seg 

59. Una barra Je nu-i At ib íopor;.id¡i por líoi naivics de mídnl^* * y Ik reapeetivaifitme. *jm¡- 
w muestra m la figura Z-6B, Si el movini'ieírEci de la barra k limita, al plana del papel, encuentre 
la¿ frecueruaas naturales.. 

8¿sp o, = l,WvWÍ» w± - 3.Cflv'WiV 


■rM 
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En eí HLsicnia cgte se muestra en la figura 244 tu ponga que ím i = m: - 30 Ib y que t¿ rigidii de cada uw de Joü r«orL« 
^ ^ ¡üOO Ib/pul Calcula U? ros-ieticias. 

o,=H).Ofl. * =17.3 ratinas 

«I Si d movimiento de U varilla h limita al plana vertical, encuentre las frecuencias dd sistema tpie sr muestra en Ja ñfiura 
2-69- _ 

Resp ür =■ 0.45 y - I ,t l^2fc/(m + Mi riul/se*. donde es lu misa de Ib varilla. 

SL ^ mi - ¡ IIj^Vf-I, 3 21 - HI í Í! " 

«iÜOlb/pul. encuentre las frecuencia d?3 sistema que se 
muestra íil la figura +70. 

Reip.- ü, = S.37 r *n = 20.2 rad/scg 


"iwí 1—MWV—I * ni 1 

"XXÍ 


é¿ 




,•:>• ,v 


í- . 


FÍ E .£-ÍU 


rijf, 2 -JiT 


MODOS PRINCIPALES DE VIBRACION 

= .(j JK6 Ib-set 1 /put y i - ki = ii =■< 1000lb/put. daerminci d mm .miento ger.íílL del biiEtma cuc 
3 d mueslíí <n la figufU. +G J l. 

* t (t) = A* tan UOt-i-V']) + As &er = att -i" í±) 

**[É) = .4, ácn (1IH + f 3 l - icn {17f + 


Fis, 2-6S 


Fijp 2-K9 


probltím¿ 62 caicttlex.(r )i xá fi r ,ajii Ea¿ £ l S ui «ita* cotididtme& inie¡aIes 

v,{0) =1 o, a, ¿i[o> - o. x*< 0 ) ^ o, ¿s í.oj - o 

,M0) = 0,3, ij(Oj ■ O, srifO) - 0. £,(0) ” 5.0 
(di r,(É) = 0,114 cos iS.&JÍi - Q.i&6eos(30.2fc) 

31 .ti) O.liS eos (9 P S7t) - 0,14a COB (3Q,2E) 

ti) £,(«) - -0,117 eoM^H 107°)“ 0,186 waoo^í-n? 11 ) 
ír-í) = -0 r 149 coa (0,37t -*-l67 c t + 0.145 coa 130.24 — l?T e ) 


tifr, Determíne lu¡. eondkioíns ¡nidales apropiad™ para que el sistema que ssiratí en el problema 65 vibre en eí primea y se¬ 
gunde rti-Jiiu-i dt vibrada:!. 

i t iQ) 0. Jtf H <0J 1.38*,Í0) 
r,(0) 5= Oj £b{ 0> --= l.SSiníO) 
l,asai(0)p *.(ÜJ = U8¿.(Qj 

¿iCO) = o, 3*{0) = -0,78^0) 

*1(0} - o. ¿i(O) - -O^BíFjtO) 

-O.7M01, 3.(0) - -ü.7B£,(0) 

ma& 


Primer moda! 

(1) 



(2) 

r,(0} 


(3) 

ii(0> 

Scjur.do mudu: 

ú 

xi(0i 


m 

r t (0) 



í*ÍO) 


Hesp si(í) 
*■(*> 


quü¿c rau «ira sn il ligar a 3-64, -i = i y mi - 1: h-seg ! /pie; k \ = 20. A? = 10 y ¿ i = J Ib/pie y ¿í 

í, P , una vrioádad ¡nÍEÍal de 10 pies/seg. ¿Cuél es 4 movimiento general de ti* masa¿7 

— 1,07 «o (4,55’¿) — O.SEi ski (s.Slí) 

= 1,42 sen (4.050 - W sen (5.S1/) 
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47, Li'jm tmrm fíjuttti de xwsifrn un i fui me, ijiig tiene ¡ma íongilud y urti 
masa M, está suspendida pnr necio uc cus resortes de rigidez k. cssmo se 
rnuíiEi n ¿b Ja figura 2-7 L Determine tas cpudjcioaea iiíkJaí© apropiadas 
puní que si MUérrtJ vibre Crl c, 7 n .11 ere- y segunde mudos armcijwles -le 
v ¡ tiTJiciñ r. 

R Líj'jiT. Pr-merimijij riti ¿JO 1 ) = “ O- íiCO} ” -2.FUJ*í-j(0) 

[ 2 ) a¡ríO) = S¿(0) = O, í-t(O) - 

,,3) x,0) = -2.fi 1L*.(0) P ÍjíOJ - -2,Sl¿« t rO) 

£c£undínm>íJc: (l) j.ri» ■ dé-COj O, = 0,47 Ltí(ü) 

(2) -- s : i;íjj s= Q t ?,(0) = 0.+7¿í.(O) 

(3) u’O) - ü.47^M0), = 0*4TLis(0) 





H-c.g, 


i 


2L 


Flg.i-lí 


COORDENADAS OF. ACOPLAMIENTO 
^ [>üí ftiri ík Igustes jh 1 v ntz KtAn üjadai a un utambre, d cual eitA ¿□metido a Ufta gran lensión. tnirijl, Cümú S>c mud 
oq la figura 2 - 72 , Deisnmini lai ccio^dcnidas ¡irincípsile* da sistema. Ryyp. p = v —y-, pt <»— 

'i 

-L - 4 


i tí 1 

T 


. ífi 


O 

mi 


O 


fí S - i-n 

49 . Eli el prmlem.. 19 determíne los términos di acopiamiento. Re\p. írTfcíff» — flií. «r-.inQ ce sccptamiénto eiL 

7ú. tu cj pro 1 krn j. 24 ístí rutina EOS términos de aeoptajulcimi, 

fírsp. nipaj L í'j, wna,L Pj; ambos son tcrmmoi de acoptamienia diitfcnico 

ECUACION DE LAGRANGE 

7Ii Un píndutn doble «14 unido a cuatro resortes ¡Je igual rigidci, comu se mucura en la figura 2-75. Eirauemire sus |Jí 
das Xir medir de la eeuadÓJl de Lagrauue, para in^utüí di oscilación pequeño*. 
fíéí.tp. ít*, ' \ f 2kim - a.l 2 fj/D f U, - yfüitjm- + Q.-BBp/L rfld/ie^ 


-wmw*—0 



^ ^WWWW--{^¡j)-MWMV 


FSí.2-73 



Fíjt, 2-74 


72, Una pequeña masa ¡ti puede dediiutr libremente sahre una viril La hornegíftea de sección uniforme de masa M y . Ion 
L. Va cusí eslA plvotnrin en une de sUS ifcirrrticiti,, como te muestra en la figum 2-74, Deduica las ecuadontfs de 
miento pjr medio dí la elación de 1 .agruEigi. 
fteí>t. (ML 1 -r mr’i í + 2mrrp - (mr +■ Mt*}p coa# • O 
TU r — rn ff l T + íiijjffl — sen — 
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oflénna diawJif de rna« M y radio R rueda #in dnltxnr en el Interior de u*iu uiperEírie circular tic 
Un áí'nd™ 3 ‘" ^ maía „ r iuSpendida por dos Tes-Lir[C5 If—iIe? ríe nlódjlú i:. est£ inicial meo te :>i e! renLra del 

tai» ' ei '' tqyjjihrio. como se muestra sn ¡i i'ic^ia 2-75. Uettoica ‘.js c<.p:í»¡dnn de las eeiíaeimuts de mn- 

X* titilando la ecu^iSe d= Ldgrwgc 

! wfi■*. - *«; + m + "Wh + a»* F - w = o 

^ííí + ttrV ” * 

donde Jh c* d momento dc iliírda dsl a3Eíldrci 


■ coing se mués 
>'?■ /»■■ » —y 


■ ' Jrr- rnln c-i:úti 


:«íiLre *M frecus 


Vi f. 2’7$ 


Fiff. £-7C 


7 j | n v partícula ce masa m se está moviendo iíbre un plano ,ioH¿líi.u. bajo la aacida de -na fuera de jwcrion, k cuíl 
" o -j-j función dsl « decir. Qtt firj « fll/r 3 ), Dctcrminí tan «uackmoi ifc movimiento de b parí bala. 

utilHando la ecuación de Lairangí, 
rl+ Zrfl — O 1 
m " 4 “ mT9 * ~ 0 

75 Un bfoqpe de mfiíft M se mueve y lo largsi de un plano lujriwftiai liso y dofldttce un péndulo simple de longitud L y masa 
rn, camo k meeslra cu h figura 1-76. En el pumo A -csián unidos al péndulo dos resortes iguales de modulo k. Deter- 
r.ii'ne las «ufldínn de movimiento det ¿atenta juiry pequeñas tKcitacionei alrededor del punto de equ-ilibrií íultirundu 
jj. la rciracimt dé Logrongs. 

Resp. (Af 4- m) x ¡ 2kz 4 mL- V 4 = A 

■ítíL* s - (m^L 4 ^krí 1 )*! - taL jj - Zttk’x - O 


SISTEMA EQUIVALENTE 

Jpfc Un fdüdutp- tmpk de longitud L y mu*u m escS su*pífidlcto por do* reaorics ¡auulca de tunnunií IV como íb nmcstrj 
en la figura 2- 7 7. Si el movimiento del péndulo se Teslrislgc al plano del papel de muestre que sL iisiema es equina ¡en» 
■i un píadttLo mili ¡ti Atice de'¡uri&iiud i.¿ — mg¡^i 


■naia Si y bngit' 1 
;::i leiontr! de mtiv. 


Fl K .a-T7 
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I C.4 


ti ¡I 


l í -i I : - 


ht i 


Hei 


¡i 


7Tb Suponiendo que los vifíisi en voladizo no llenen peso, eorucnlre el sinlemn equivalenie fllftai-resfliTíc del siílenu 
mitesíra en ¡a figura 2-78. Resp. k = k- = 3EI/L'- 

Tft. Para d si.HE.-Hna (£irG S£ muestra eu fa figura 2-?ü determine an Sistema dinámicamente equivalente y So Erete; 
Suponta cus J. cí d momento Lk Incretu de la polea. 

Rtip. Sea i - ar:.; entonces k. n'lr/Rfk, M t s= (¿1/ + &)&/*!), y «. = Vfcr r /(.VlP+J¡) rq.il 


||-VAW/vVV 



F¡£. 2-T9 

VIBRACION ÍOH2AEA 

79. Determine la vibración del citado estile 1*3 n¡áf ¡ Ó del si ítem a que se mwáttfB: en Ir figura í-*sl>. 

í\[(ivx— A-tJ/íniJKa—uV^ni fiti/mimi 


A’fV- •' i - 


— I IKí ( fc± + ¿j) — íítj (A'Í -HAs)]^ + A[n¡s A-Aj. i- k}kt 

Ft[(kl I fcí)/íWLWt* — Uj a /-3?L3| -T" FiAa/milHa 
nz- Jf-'j,.-" - ,»n s (fr( - fr*} + wíi (A: -I fc;)|u l +- Alia — y¿-í; 3 -F k, 




eos -í 


SO. 


LA ¿isie-iü simple ruidsa-resürte íwr.e una vibración lorzada. E; módulo ¿Isl resorte es 1000 
Ib;pul y c] ptap de fii misa ts EO Ib. in función fuerza e* 10 cu» 2500 Daermlne lo Mus¬ 
íanle elástica y e pesa de un sbsojbcde. tal. que las frecuene-si n Murales del sisuir.a 
eompfcus difieran por i: menos m un ’57f uc |ú frecuencia nipr^.i 
Reí p. k = 560 Ib, pul, i V ^ ib 

31. Un compresor de aire, que pnl i« uuu Velocidad v.ú ns-tiní c de 1.00 'j'rrl 4 liene '¡nu eran inV 
pUtid dí vibración. Ei psi-u det rnrnprssnr es 500 Ib V t! compresor «ierre un de.-b£ lincea- 
mi cfli-d de 1.00 pul-ib. Si Ke sjjrefd al sistemo un nbiUfbcdtif de vibfauLuae», calcule el peso 
y la constan le elástica de és:s, si ís? frecuencias n&t'¿nLes Qti sistema completo deben diferir 
por Lo iiifliai en u» |0 f - tic U frecucndri Impresa flesp, W - 22,2 Ib, k =* RM Ib-pul 

S2. Üemutsire qu- el principio de la ¿ítOgí’.lüLiiíüd ve aaLkfuce en 3os problemas y ■,' J, 


■Si 


:k ¿ 


Fije. 2-Hft 
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Varios grados de libertad 

[M-RODlíCCia ^ ^ ¡^ordenadas independíenles para determinar las posiciones de las. masas 
c ". se . ^ de „ gr . (do4 dc libertad.’Por ejemplo, u« bloque soporiado por resortes 

* T ^«Tais arados de libertad: tres de traslación y tres de rotación. El sistema que se muestra en 
¡HÜÍTm “ * «náltípler» S-dos de libertad, 





1 




+ 

' 




' 4 





celemí 1-arsóHJ.I pe 

J ¿filial ■ dr ItsprU^ 


jiüLir.i ir JcqdtiltK jcopjdui 
sii I cía fs'i de i-*erit : 


XI 


’.kt 


e- 


T JTl 

. .!-!■ I 'lili II ‘iíurls Id 
J ji: , de hm.i 





j— +-Vi 


T 

1 

| — *- r> 

>vw^ 

bsí&ississ&Mfss 

- , VWr~ 

wmmmm. 

—.AW*-j | —'VAV- 

rm tm 'mMmmMz. 

mÁrnm 


■ i -Illa ■ ' 1 -lfisfU It 
£ srj.;.-; de 


mlírtia de pív Jos o 
4- fTNÍtv ó: ¡tberiíJ 


f¡«,34 


fcn principios el atjüliiíS vibrad onal de ua sistema de t¡ grados tic Ild-ítíll- un es mus diicrciiLe 
dd de do.' grados de libertad; -?c pueden emplear Mas y métodos análogos puní h<scer sus análisis y 
paliar sus soluciones. Sin embargo, debido id gran número de posibilidades que existen, la labor de 
..encontrar Las frecuencias naturales v evaluar las respuestas, general mente requiere mucho más tra- 
bajo matemático. 
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72 VARIOS ORADOS DE LIBERTAD [CaJ 

ECUACION l>E movimiento 

K1 ¡non miento de ¡lh sistema vibratorio ác ti grados de libertad se «presen!a por n ecüadtsrj 
diferenciíileí de movimiento, !ax cuales se pueden obtener por |y (¡ey del movimiento de IS'ewton, A 
la ecuación de Lagrange o por d triodo de bs coeficientes ¿Ve influencia. Como las ecuaciones 1 
movimiento mi >on enteramente i n Jipen di ente*,, se necesita la evaluación completa de determinan^ 
lIc orden n para obtener La solución simultánea de estas ecuadores. La evaluación de tales deteruj] 
nantes producirá Lodiis las frecuencias natura]es del sistema. 

Otros método* u Lili/ados soiu el métcjiíú Stú dolo , el método de Hoher y la iteración matrtcm 
Estos son» medios numéricos más direcios, que han sido empleados frecuentemente en el unáiisis J 
si'tema- vibratorios de m luí pies grados de ibenad 

+ 

COEFICIENTES DE INFLUENCIA 

Un coeficiente dé influencia, denotado por tr lst se definecomó lu deflexión estática del sistemad 
En posición I, debida a una fuerza unitaria aplicada en la ptisidón 2, cuando esta Tuerza a ni tarta esa 
íi nica fuerza que actúa. Por corsé guíente, eJ método de íes coeficientes de influencia es ventajoso cj.-j 
uulcitlar todas ias deflexiones producidas por Las fuerzas aplicadas y para establecer las ccuacioil 
diferenciales de movimiento .lid sistema, 

Se puede demostrar que Id 5 i guien te expresión es verdadera; 

“ n n 

donde rt — deflexión en la posición i dea-ida a una fuerza unitaria aplicada en la posición,/. 

a — deflexión en la punición j debida a una fuerza untturí .,1 aplicada en la posición /. j 

f-is le es d teoremej recíproco dé \faxweli. 

Un coefidente de inflLenria también puede interpretarse como el desplazamiento angula 
en lu coordenada i debida a un momento torsLonnl unitario/, para movimientos re tacto na le$- 

matrices 

El uso de matrices en el unáJi*i* vibra cien ni no sólo simplifica d trabajo. sino que también ¡¡tytra 
a comprender el procedimiento utilizado en la solución, Esto es particularmente cierto en sistemas d 
varios grados de liberuíd. 

Las ecuaciones- diferencia les de movimiento de un sistema de n mima puede expresarse en gj 
neral ei?í¡ 

muQi t* miaííz + ■ ■ ' T — fcuífa - + ■ ■ ■ + k:-,q v — O 

7712EÍ7J + 'E “ ’ + 'Minian H“ "E k™<p¿ + ' * 1 + kjnQr. = O 

'KÍbLÍI + ttíj,aQi + * f • I- lílniftiin + J^nlíl ' + ’ " T fru'ií/il ~ O 

En notación mauidtíl, e<ta> ecuaciones diferenciales se escriben asi: 


rail 

ra 2 l 

mu 

77121 


— 

Win 

7^2* 


q* 

4- 

fen hu 

hzi &22 

■ i í Ln 

. - . f^IÍTl 


<h 

*U 


0 

0 

7Kt,[ 

m*z 


PJ'tnTi 


í™ 


fe til. 

i . . Isí-lTI 


Qr. 


0 

_ 





L J 







_ _l 


o se pueden es presar simplemente como. 

[3*1(5) * (Al (9) = O 

donde [ : V/ ] se llama la matriz inercia y [ A'] la matriz rigidez. 
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xv r n ecuacj^ 
d* Newtnn, 

i ícnaciontg 

le determina^ 
II- calés dticrr 

"ÜVTÍW í £ÍÍÍHf/f|¡ 

:n ti ütiíiJtiií 


:! CÍ iislcmu 5 
'¡i injuriáis 
■ ventajoso p:.r 

s Küacioná 


r ücion /* 
f. iición í_ 

r rito unjíiíJá 
d .tes. 


! llttbiéíl j}Uí 
er¡ ít&lernav di 


1 ., ícuacióti maiiidal *«Mcrth r»A imU*i « 1“ *■* 

T" {9} + [M]- 1 [£](«} = 0 

{ 5 } + (Clta> = c 

i , j f /-] jr. taiviiii 1¡! ntutrií diftáitifco 

i-*” 1 * 1 rLcnmdas nalurales se obtienen de la ecuación característica |f-C| =0. deducida de 
Las ircwKuy. 0 donde / es la matriz diagonal unitaria y C la mitriz 'dtnftnpft. 

la Uorifl de la matfK tJ . , t , ' 

sean p¡ tas cuordunuí» principales. Entonces. 

fj É Sí flii'jh •+ ffiiípst — ■*' "I" «tmPrt 

fjn - + Éía2ÍÍ3 + ■ ■' + asuPn 


qr. — ” Wn-íPl — , + < + t*w'Pn 

[ (.«! flucción mat ricial esto s¿ convierte «ti: 

;í] = [»)[p 3 y EpI = W"’ Wl 

donde [íij se llama la -mi ris A iras/orniárida. 


ITERACION MATR1CÍAL 

• £ste es un prouedimióRCo iterativo que conduce a los modos principales de vibración de un sute* 
jnít ya sus l'reíutíndai miuirtilcü.. 

tos dcsploeamientas de las masas se calculan aproxioadamene y con bese en estos desclaza- 
‘ miemos se escribe la ecuación matricial del sistema. Los «eficientes de Influencia del sistema se rcm- 
otaran en la «unción ntatriclaL la cuales entonces desarrollada. 1.a normúlfeactón del desplazamiento 
y el desarrollo de la malriz se repiten. Este proceso se continúa basta que el primer modo se repita, 
óen ei .grado de exuctilud que se descc. 

Puru tos mudos y frecuencias naturales supinare* ^ uüliza d principio de U ortogonia Edád vnn 
d« obtener una nueva ecuación mncnctijl, La cuul ea libre de cualquier modo interior. El ]wüce- 
dim lenta iterativo se repite. 


u-csrirse en uc 

0 

!>“ 


METODO STOBOLA 

i* E[ método Stodolu es un. proteo itefütíva utilizado para el cálenla de las modos principales y 
de [US frecuencias naturales de sistemas vibrantes na amortiguad^- Este es un media físico y no es 
necesario deducir la ecuación di fe: «le i d de m Ovi filien Lo 

En general, la fuer?a de inercia es máxima un el mismo instante en que la deílcxión es malina 
y está en sentido opuesto a la deflexión. En otras palabras, la Tuerza de inercia se interpreta coma la 
. carga dinámica. Cuando el sistema está vibrando en uno de sus modos principales con trccueñciti 
natural „„ obra según Lis fuer-/as de inercia —«i, j¿u donde r< = A¡ stñ y por tíiiiiQ., 

—?r¿£ j? l ~ dhn\.%\ 

Inicial mente se supone la conTeunidón de un modo principal y se calculan las eur respondientes 
! -crías de inercia y elásticas. Entonces las deflexiones elásticas se determinar con base en estas fuerzas 
elásticas, Estas d,eFie\iones se emplean para comen/ar la siguiente iteración. Si la ccuiFiguración sa- 
puesia icsulia ser un modo principal- las -deflexiones calculadas serán iguales a las que se supusieron 
‘íín un principio. Sí Us de flexión es íju¡'..iL^,:.L:i ¿on diferentes de las corrcst>ondíeritcs u un modo prln- 
cipal. el proceso itcrmlvn nc debe repelí: hasta que converja. 
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IOÁ 


METODO HOLZLR 

ti método Holzer es un nmado tabular que se emplea pira determinar la frecuencia fluiuri 
vibraciones libres o forzadas, con amortiguamiento o s.in él. Fil método se basa en suposiciones suct;| 
de la frecuencia natural del sistema, cada una de !uy cuales se hace con base en el cálculo de la cor.fj 
ración regida por la frecuencia supuesta i rtmed Lita mente antea, hs-c método se puede utilizar 
calcular todas las frecuencias naturales del sistema y cada cálculo es completamente indépendi| 
de los otros. El método Hoizer es particularmente útil para calcular las frecuencias de vsbracij 
tursión a les en ejes. 

Pura sistemas curi ymbO'. extrem is libre-, tenemos 


ar L 


= íi-i - {tr/ki) 2 m-í^i 


donde .r, ai, m y k son el desplazamiento, Ea frecuencia natural, la masa y la constarle dáslicy] 
sistema, réspecii.varíenle. 

Paro sistemas con un extremo fijo y uno libre. 


l j 


¡ci = ar-.-i - {«rfki) Y mjXi 


Para sistemas con ambos extremos fijos. 

= Sft-J + (1/fci) 


&[£Ti 




Para un valor supuesto de el proceso comienza suponiendo una amplitud unitaria de v¡5j 

don para la primera mesa, Luego se calcular las amplitudes y las fuerzas de Inercia pura todas] 
demás masas. Para sistemas con extremos fijos. Ea amplitud de vibración de la última nasa será 
y paia sise eslías con extremos libres, la fuerza total de inercia es cero. Los demás valore? (airplir 
o fuerza de inercia) para cacto una de las frecuencias supuestas, se gradean contra tos valores 
tos de la frecuencia natural para hallar las frecuencias verdaderas del sistema. 


METODO DE LA I Mí PEDAN CIA MECANICA 

Cienos problemas de vibraciones se resuelven ventajosamente por el método de la impedan 
mecánica, d cual hace uso dd h cu lio de que las ¡mpcefantius cid resorte, el amortiguador y I- mi 
son respectiva mente: k, íCh h y —wtJ 1 , Este método producirá las resnuuslas deí estado estpo 
na rio de vibraciones forzadas y nos orientará hacia la ecuación de frecuencia del sistema de vibra; 
libre. La aplicación de este método puede reducirse a los cuatro pasóx siguientes, para sistemas 
múltiples grados de libertad: 

[ 1 ) Multiplique la amplitud de cada punto de unión o de empalme del sistema, por las impedujie 
de los elementos unidos ,i él. 
í 2) Reste de esta cantidad los "términos de pérdida 1 ', los cuales pueden definirse como los peodut: 
de las impedundas de los elementos sujetos al empalme por tos amplitudes de sus extra: 1 
opuestos. 

- jl j Haga esta cantidad igual a cero para vibraciones lihres c igual al valor máximo de u fuerza s: 
soiítol para '.ibracionas forzudas. Si aú aplica más de ana fuerza á]-empalme, ye debe lomar 
valor uprupiado ce sus relaciones de úse. 

í - y Resuelva tos ecuaciones de las amplitudes de vibración. La expresión para la amplitud d#-'Cj 
empálme puedo expresarse en 2a forma f'{A — i8). El valor numérico de La amplitud 
Ff \f A ; +- y el moví míenlo se ¡retrasará con respecto u lu fuerza un ángulo cuya, tangí 
es 8/A. 
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PÍílNCiriO DE LA 0 RT 0 G 0 NAL 1 DAD 

ríí ¡c . ern :i de tres grados de libertad ti principio de U artogonalidad e*: 

u" ? *—- v * 

TtltAi Aj + MíSiSí 4 - tíIjCiGlí — O 

mi Ai As + wi-iBiEz 4- nizCiCñ = O 

fljj.A,j.Aa -I - fl t-iB+B$ + í?í.i C*Cít — O' 

1^- íjjS ffJ S(jn |a5 masas dd sisteme; fes A, Us ¿f y las C son las amplitudes* de vibrad fin en diferen¬ 
tes ruados 

p. dr ., s yernas de n grados de libertad d principio de la ortofonatidad es: 

X m i KK - 0 

r ^ c srjri ] os modos principases de vibración del sistema. 


Problemas resueltos 


n iría de vib't 
u ¡ara todítjj 
rnasa será oé| 
- u res l'anipiir! 
llores suplís 


| SISTEMAS m TRES GRADOS DE LIBERTAD 

] Calcular las frecuencias naturaks del iisteniít nu^-resorte de tres grada-. de libertad que se 
muestra en la figura 2-2. 

\_a eciiáeiiinfo cikrcndale? ¿c íti o vi ¡tí ie nto « pae¿ct¡ obtener 
aplican ¿o la ;;uac:á;i 1F - m¿¡ .i ead-i una de :¿s masas. 

4 ¡n- j; í — ~ 3¿ar i — A4 í-l ■“ £?} 

2mí! - fr(*í — jTi) — Mí*”*i) 

mx a — k(%i — Ti) 

Carr hiando CÍ orden r obtenemos: 

4!tt*Lr: 4- 4 LjSl — kxi ■’ O 

SJntíp I SA'j-j — kx-'. — kxi = O 
■ni «3 t fejfi — kíct = O 


e n. i m peda nejj 
ládor y Ja mi 
ftefódo eitacij 
r de vibrad: 
sistemas 


3 impcdancifl 

M os producá 
:¡ íüs extremé 

i T_ fuerza siri] 


i H 


i 1 r_ 1 i t n d de caer 
l¡ amplitud ¿ 9 W 
. tuya tangenl 

al 





Sufoniamoí que el movinijíiltO í¿ perígdiet] y se ccmpir.m.e -di 
jilOVirRitirttOá anuúrtLcof de diferentes ampliiudes y JrecüCflíHS. Sean 


jó = —*j*A coa ímlt +jí) 
r.i -i- j s JÍ cga {l'É + <') 
■X<¡ = “J ! C 003 M 4 v)r 


9 

í[l 2 - SCJ> 

s 


Ti = rt coa (mí -T vl) r 

Xt — H eos (wí + e-L 
Í3 ~ C «3 kf 4- $) , 

Rcrtiplaiaixo cmüí. vaíores- en lis ecuaciones de 'movimiento, 
obten citwí! 

(4¿ - 4 — kB - O 

—kA + ¡£fc - " kC = C F¡ S- 3 -- 

-kB - = O 

La ccuuidn ds fíecuoteta te oblierve igtíaliflda a cero d ¿ttermitmnií de los coeficientes de A. B y C i 

= O 



»v 

(4^c — 4•í?t^L^ , } —k Ó 


-k m - -fc 

1»^ 

i) -k [k-mif) 


|3fSarro3landu el deLerniiriautc se obLifcjte; 

(A; — 77 Ui*J{í«t 1 4 J 1 — iatm 4 J E - afc 1 ) =' O 

y i>jí tmnlo Us í^eeutDL,■¡a^ nátorates van «j - 0,46 Vk. : m, u, = v 1cfm , u> n = I.J J vT/ít r&d.-sc^ 


i 
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Determinar Ja ecuación de frecuencia de! slsieimi gcnerul ma?¡í-resoné de Li e-, grados de ¿;b»r 
que íí muestra en ¡ú. figura 3-4 


Las scuudoncN di krenciaTes de movimiento se p’.ic- 
Jen obtener aplican Ja la segunda ley de >e*íon t ladj 
un ii de Jas masa*., 

= — ti :ki, — líi (j a — x-i) 
ín-i áíí = — kxiXi — *i) — ki[X2 — x¡:< 
mjsfj — —fejtJ!.! — x.i) - k t i, 

t'-un -un n it • el ¡írden üb lene mes 


m 


K 




'/M 


Flff. 34 


i>h y n 4 - (¿n — tsií[ — ícia-jt = Q 
m*JFi 4 {ki -r — ¿ 3^1 - O 

Mjri -I- (íti-Mt^Síi - fcaíN - 0 

Su po f-aamp s que c! EnfvimLentf? c per-ndiesi > sif %-rnnpor.e de mis vi miemos jn>ui nicas. de Hifcr?nlr : ampLtu; 
írccuinnE-s. SíSn, 


Xi 

A SCL1 fuLÍ ' \p}> 

= -_iM ícjI íuÉ4^) 


= B üen íjí 4 ^), 

áf, = sen (ai 4 

3S 

= C sen Luíí 4- t*/) t 

3.i — — <a : C íírt Ií:í 4 


Remplaza-id O iítOS valares íe Í-IS Kííacioíics di movimiento, ebtsacmos: 

(fei -í- ki — wiiij^A -™ ifcjfí — fl 1 
—friA t {fri 4 ki — — fcjC == O 

—hiB 4- {k; 4 k, — r,i-,u l )C = 0 

! e H-iadon de Frecuencia ci;| 5 ;Stema se enejen ira ;guii’¿nd-.- a ee-o el determinaste íe les : ¿eficiente? de - ! Sf 
<ts decir» 

(fci + h -mju 1 ) -k, O 

-^Ici (íc* 4 k j - m i u 1 ) —ii 

O ™lfa íífl + k 4 — 7rt¡?*i l ] 

Desarrollando =1 denrmioantí obteíKmo?:. 

w* — ífjti — 4 {frj 4 Jíj)/toí 4 (ii-r ÍiJ/iííjIu; 1 

4 t(íf(fra 4 k-ki 4 fcafril/pitffii (íffty 4 A:¡ifc* 4 -I {ír L -| í.¡)(Jfci • * Jr,¡</Nl.-.»ii]w J 

- (tr.tafej 4 k-,X»ki + kakikt • ' - 0 


= 0 


Cal al Liu las frecutíncitts naturales de Líes masas dif'creiKcti, l;id cuales eüiAn colocadas de 
que se encuentran separadas por distancias iguales s la cuarta pan? de la longitud total 
cuerda que se muestra en La figura M, la cual cfciá sometida a alia Lertsiórt. 


Foff 





% 




— J 

n O' ^ 



^ Á 

j- 5 - j-; 


— b 


H 


FF*. 34 


FJir-a-n 


SuponaumoH que Lu lansiún «i Eli cuerda cj. T y fxrmndece cormuinLe paiu iaguloí dé o^dütdfrn pequeñm. 
Coní-ideiaíiuis En musa 2?rr. tal coma se muestra en la íipura J-5. Aplicando 'S.F ^ ms> teaem-o; 


Eflt jt-s 


T ( 3 a ~ ¡Fal 

I l 


\ ifi, 

f ¡]j 

Josué Arturo Cedeño González 
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k 


OS da Eibcrr: 





sS 


■■3Í Íí .4. £ y 


íTOi lJ 


. ..,i 


as dt fortín 
I lotal de I I 



{Uíñc-'i, 


in^aros L¡ r J* ei m^niienta Je oscilación e> periódico y está compuse» de ftuMrrjenLos drTTráiuet^ Ce ü fereme:, 
itinpliíudn y L^usíidas. Sean 


£, jí ^ aen afi = -* 1 ** «n {u-t 4 *) 

jii F aín («j¿ - ■t'), *i - — -JB «n {«e + t) 
■ x „ - c sen {uií -r V-j, = l.« ! C íífl M 4 í) 


RíiívplazarKto Ktoí xüIoies en fas eriaiMKLB de moví m ¡mío, cfctenettm: 

■ 27/L - 2Wi/i - (27¿)F = O 
-{TtL)A 4 (27/7 - ?^)F - ÍF/IIÍT = O 
-{T!L}B - (27/7- 3jku ! JC = o 


l a freíueiCLQ del ststemi se cbtisie. entonces. iEunlandü a cero cE deperminarus de ios coeficientes de 1. 5 y C. 


d sO- 


(sr/L - W) 
- tvl 
o 


- T/L 

(27/1/ - íílv 1 ) 

- T/L 


Ú 

-TIL 

127 JL - W) 


= fi 


¡jesarfol lindo e¡ dcrsmirjciLe s- obií=né: 

6mV- tfETmVZ*#* -i- (iSfWZ/V - 4TVL a ■= ü 
íeLa Djal ^ = ü.í&'/T/Zm, O,El i/ TfLm, $ = LJ9 V^/Lm nid^e. 


4. Calcular las t'recue ocias n murales deí sistema que «fe; muestra en bi 11 gura Los resorte* de acó■ 

plamlenio no sufren ningún es fu CUS cuntido los péndulos «tán en las posiciones verticales, 




F¡K-1-6 

La cnuifi'. Cildile» Jcl i!3ECITl4 <!-! 

E.C - ^(2hÁ,3 j 4 Ím{2aí¡| ! 4 frn{2v9iY 

4niids 3(j íí la h?n|:;]u>J de los péildu os- y Ins ángul-.S P I®* ® c -í lM.7anT.dji.iJS Zi, íi-I ?> <-■'■ 

La nerff.i pntencLaE de' es. 

E.P. = — 2 w»pc[(l - cas Si} + {1 - c«#d + U - cosíj)! 4 * “ üff 4 J 4 “ SÉ& 

La ecuación dt Lagrimeéis; 


ti H h.c ) _ ■? ! E-C. 1 , H E P. j _ 


di 


-- 5 q, 

Junte Ielü cu urden adía gcocreliíiídai. üen ¿i, aL t y Si písri ks!-; sLíiemu Ahora, 


Jiíl ^í= 


- O 


_R fl( b C.) _ 4mfl *V - o — - kn\aat “ ap^ 

fii I 4 fj-fli 


íí t áúj 

y p.'r LüT.io lu. primí.-j SL-iiaciúí. di mcvisiicni' es 

llíi(í a V| - 4 2mcjf 4 Í!* s 'l?t - *rt fl 0: = O 

en dkjnd-.- ^ h¡- >upu«i>o q-e 'sd s -■ » para oüdliüiontí pequínna. AftSlosamenWi .!35 demás ecuaciones de m Amiento 

ion: 

«ínta 1 Vj 4 4 ^ka^i bn' 1 ?-, — k<s}íi = O 

"lmtr 1 e-¡ 4 ‘ 2 ¡iii 3 ff -i- kaP'i&z — — O 
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id 


sopon8amcs *.=. mmm.y * mm* 

cuco lias. Sean ■ . , . 

, , j i r\ a- = —seM«=-r vJ 

é\ - A sení^í- vi- _ , _ . .. 

r> , * _ &\ ” —w*J? M«1 M + f 

í 2 =. B Sin W ÍJi f* , , j .v 

4s - c jpn(ut+'tf. dl - icní«¿ + v) 

mmrn m saa * ,,5íflmient0 * iencm05: 

í a 7 ri o? - Ara 1 - 4trt*V¡JÍ (*»* 1 B r j: ° c 0 

_ (fcji 1 JA -■ (2 mus + as (t* - 4 ®ifl ^ 0 ‘ - 

—{ka*)B + (¡fcwflff + I» 1 - a 


y la icuaaÚLi áú freoienoíi «■ 

(2maí 4" k* 1 ^ííW 1 ^) ^ 

(2wiíjp -S- £ta ■ ~ 4 íjiq- ■- ) 


0 




(2m4 tt + fra ! - 4mrt\ r ] 


^ 0 


DcH "°"^" = 0 

v - V 5 ». - - ^ + S¡=> * "■ + ^ W» 

Determinar las f».*. o*»™* « *«* de rres S-dos de Iferiad q 

muestra en la. figura 3-7. 

Empando 2F -= m¿. oIowi*<®|k 
itt», = -fcsi- 

m fs — -A¡a«-*Ca:i'r*i)-^ x¡ 

m & = -kxt - - ■>) “ ™ ÍJ ^ 


m* T + Stei-fcar*- *»* ~ 0 
tofi - ^ = O 
ms» +■ - fcíri — 35 

* «i « #fthr - <&m. I»P“ 

wmóitas di á*«Mes «mptHedo y freiannda» S«» 

* = d*M+fl. 

r Ijcostal + í). « = ““■* ros!“ l4 '*> 

„ s Cmfel-HÍ. “ -«:’C eos(-fN) 

«w» »•>«« “ Jc ww ‘‘ l@WW J í,mp :í ‘ ° 

IdlcmOS; ' . r rr _ n. 

(3fc-ífty a }A - kB kC O 
~kA + (3?í — wúflB - kC - 0 
-k£ - kB t (3t- W)C - 

U caución de frccuetiíia se ot^ne de 

[ik - WUJ*) * -* 

—fe Í3Í: - ~ íz 

_u -* aft - "t« l ) 


T 


J 


fig. 1'3 


= 0 


v d«—«i —■ ; „ )u . +(WW)a . - om = o 

* L «u,. », = VPS, - w. - WÉS»d/* 6 . c ™" 0“ " 5115 fcK “ c ” das Mtural “ 

diec que el sistema es degeneraba. 


JTÍ 


ms = m j = f«- 
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Trfüfia. del «i 

g,c - Awfi'T + v \ + ti|í 

} i s (iíl) 1 

v * ~ (Líi)* "I- fL ^ + 2Ll *' *' raa í fÉ “ fs > 

= -+#; + íÍLSt) = - ¿*) a 

yí - t ,2 -j. (Lía! 2 + 2Ví(Lói) M£ ‘$1 — 0J — í?i) 

- !/[$ + ¡1 - 5¿ - 2íjÉ a +■ +- 

las ydodítedci de fetf discos de los pénale* sí indican en I* figuri 3-9. 

^ -I- 2í| f dg 4- 4í|ls I- 26ih T Síitfi) 


(í- - O 


Fiií.S-9 



79 



Flff. 3-S 



{*, — *» + í,j 


La energía porendal debida a la marc nir «s m£¿f[ —-íos $i). Ta enffgta potencial debida a [a roa» «tt « ¡wjrí* 
g.'f £j¡— eos S’)] y ía. energía potencial debida a la masa m i es mgL[ (I —eos di) — í¡ — cm í:J + 
fl _ -os f i J. Aiíi la Íñef|fa p'jtcnciai de sis-.smu ís: 

t E, = '¿-mpLil — ca&Gi] T 2mgT.(l ~ Ct?5 + mgLií — cns Gal 


ti fr-E-C.) _ 3(E-C. ) t g HJM = Q 

íÍÉ 5qf] i 3(¡i 

Cilanco q = r la erui-ciñn es f.aj:ranEeTiOí 4a: 

3L 5i + %gl'¡ — 2Lií! — Lt$z — O 

Anitoíámenle, para gj - íí, 

2 L í E 2L Si + ífrís — L- ¿i í ; Ü 
Lt @i 4" £ ía 4" T» ■pí ír¡?a “ O 

Su polígamos cu: |<n movimkAW* faffi pefióüicoi y M eoinpoiwn de incurrí i culos Armónicos de dífcrer.lís fi-ecuen-ria* 
v 3ir.p¡: r .üdo; Sean ti > 

¿i, A íán (t.-¿ H* ^), íj — JA iun (*í - 1 - £) 

5¡ — £f ren {t-t 4- £) r Va = —seriíaf + f 3 

ía -- C JtíEL (jé — ^), V] •= — íí j C sen t*íi + í) 

Fteinjjbuanda esc^ü v^iores en Lis ccu-ieion^ óc [injv S iniiiuo t oteen emns¡: 

(Sí: - SLJ)A 2LJÜ - LJC - O 
-2LJA 4 - LJC = 0 

-£o*A - LJB -4- {g -- L-J)C = O 
que n;¡s i|j :-i tíL.idftji de ffccwcncü ct: sistema, en íorjiia de deiermun^me: 


A r-,v. 




— í • 


(Sff-aLu 1 ) -sí.^ 

-ainaí (Sff - 2Lw'| 
-lu 1 -L-^ 


= -a 
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DesiurroMando d dcitruiiziinic y sámplí [ksndi'j- ohisnenvss: 

¿V - - Üff 1 “ 0 

de cUhuíc ió y =t 0,6$ 't/ff/Lt uf a - [JlyfgjL, y u 3 - 2 ¿y/glL rad/scg. 

Una cuerda tensionada tiene Lres masa¿ iguales colocadas como se niucarra en h figura í-ioj 
puede suponer que ta lenvión «uta cuerda permanece cmisinntc pura ángulos de oscilación pequjj 
Si se aplica una encitaninn F> sen lú al centro de masa del siátezna, determinar e movimientj 
estado estaciona rio. 

J .üs. ¿un aitones de mú Armenia pUtrien oblencMe >-£ la enun¬ 
cian di ruerzns = mz- 

misci — —(TfL)xT, — ^T/L)(xi—¡Xf) 

Ttii-ds — —(T/L)[Xt ^ 2i' — \T/L)(x¡ — Xi) + F-i se - : wí 

Wíñ'i - -(2V¿l(#i-í*) - tTfL\Xi 
CwtiÍJinndg d ir ¡Jen tcncnlM 

■mí ai + {2T/Ll*i iT/Dx: - * 

mi STi — (ETVLlifj — {T/L]X3 — {TVLlli — Fu ícn mí 
■mi "a t (Er/Ljn - (T/L)Sj - 6 

SuwnjMinoH itüí s. moví mienta a periódico y ve l .impune 
(te mOvLmiint^' üirnóniv» de diFerent-ts iftiprUuiits y Irscu encía* 

Sean , , .. , . ¿ * r \ 

je¡ = A 5 cví { w t. ~ f\ t Xi - —v A sen luí - v.) 

¡Pi = B ¡íeji *s — iv:j2 (utrif) 

ii S - Cscííue-^K ** = -w a £ maituí + ^í 

Kcj»piü¿j(ido estos - ilotes en tas efusiones « mvifnjfiívj. «hk-ím.-. 

(2 TfL - [T/L)B = & 

-(TJL)A - 12 2Vi -Vm)# - (W = F* 

-(174)0 -I- (ETO - ¿m)C ~ O 


Y resal vicaria ¡sir l¿r reyb Je brarjK' luí E^mui. 

A c 


n ■- 


c = 


,: Lííi/:F)U b — • (ÍOLui/í’Jlií-— 4 

[FvTfLUZTfL-Jmf 

(Loi/nv - íNW V lülWíV 4 

{F< r/iJIÍÍVLWjn) 

{L frt / n V - G< WTV* i 1 y.- Bm/T) S - 4 

Por consíftiicnlc el rnavimienio del estado «tancmariti de Las masa* dada por: 

sl[c;i — Asen uif 
jfa(¿) — B ¿en. uí 

3 ¡,(|) = c ¡rííl tíí 

donde los valores dp los coe Retalies A , B y C son ¡ot clsilucidna uníeriormente. 


Jí, Tríí bloques dí tnadura que tienen, nansú un i* 
uña > están unidos por resortes de rigidtí 
l Ib/pul, cómo se muestra un la figura 3-12. 
repodan .sobre una superficie sin roíáinlento. 
Si n\ bloque m \ se le du un des plaga míenlo ini¬ 
cial de 1 pulgada, deier minar el moví miento 
resultante del sistema. 



T/LH2T/L - mV) 


Püf.^13 


Las cuuiciones diretcneíalcs de rnevimiíulcí -iíl sLswma esrán üudu por; 



Josué Arturo Cedeño González 
Ingeniería Mecánica Industrial 
Universidad Tecnológica de Panamá 



























































'' -'.i- i | l A p. m 


figura i'lo. 

•ñ n pcquifi¿ 
r mmiemc 



óvá te bendiga! 

www.elsolucionario.net 

VARIOS GRADOS DF: LIBERTAD 

hll í’j 4 ¿sí-El — X-i) = O 
WiáCi 4 fc[T| —*,.) - Íífít- n) ~ O 
nn i¡ 4 ící^a — x s ) = O 

p . r -!jr : i iiío las valeres dados. lis ec.ad* íes l:"l se redursn fl: 

Si + Zi — Xi = O 

í. 4 Síi - Xj — jfi = O 
** 4- m — tí — It 


Si 


iO 


ii} 


Supongumoí que el TnoviniiítLio » pcdúdicu y >e compone de noviniteítloi armónicos de dtJerentes amplitud» y fíe- 
pendas. S^fn 

jíi - A ^cn íuí -+■ 2\ — “u’A sen {ut 4 *) 

£t — B >cn (W -I- ±), , x± ~ —ltB jen (hí 4 

X¡ C ser. + ip) r Xa ~ —n*C s*rn (üf 4 


t^ gm f j.r ¡inn: CÜÜS nUrts eh lili sí-'U-^ioníi de inovui'.ispw, obtenemos: 

ÍI -**)A - J? = O 
—A 4 (2 - u*>B - C = O 
-B 4 (1 S)C = O 


u) 


1 j ¿oFuti ón Je -s-.iiáí- L: r-j eciaciüjics dife 

rcasiakí se obtiene de: 


(1 -ul 1 ) -1 0 


-I (2 “ t- 3 ) -1 


(i -1 (1 - *4) 


s¡ f> 


EJtísarro Lomos el ¿«terminante pita obtener la ecuación de (recaten da del -is.ersii: 

(i- «*)£** -av = o 

¿í L .i cual ifp = O, tr — l t «- — ''JÚ rid/5cg. 

Pera t. molimiento senerat de iiú sistema «0 tTíS grados de lib-Ertad puede escribirse así: 

xí — .Ai isn (*e t É — *^iJ 4 sen {u^t— £„) — 4a sen (u^É 4 £ s ) 

*) = «n Ut 4 $ L ) - 4 B* sed (jj.C H- if.,) 

n : — í"- T i wn (w L ¿ + ^j) 4 Ci sea. (w a t 4 4 Ca sen (w.t + v-j) 

dü:id-« tai ¡L’-plit’ides 3 y C pueden Clí presarse en función Ó? Is.5 A. e .1 v _ rud de las nr irs ce amplitud ubleniJa- de as 
c-iacíojits jlgabraicm 


lk l¿ primera ecuación. de (J), 

| = d-- a >, 


Bi j ffi . - 

* Ai ” 3f A; “ íp 


Á j 


= -í 


ikmde las («4 íflsojtei de Amplltutl íeohtieften al rempílazof «¡ y ai por u en la ecuación óenmpliiud. Utilizando 
les ecuaciones primera y teresra. de (Jj. obtenemai: 

_C = (1-aO 
A 


Gi „ 1 _ ú Cj _ 

A 3 .4i O r A i 


a-*T 

Como k razón de nmplitüd C-JA • es- ¡íidetírminadan utilicemos la rejunda ecuación de ÍJ) para obtener: 

-A, + - Ci = O 

& * -Ai 4 Bi - Cs - O 

donde oí sí rem>tia?3ita por o>i. Esto puedt escribirse üsj: 

-I 4 ifit/At} - {CihU) = 0 

Prrp comrj =0, cntóUrts, £\¡A\ ■“ [, 

En fundón de ,-íi,A. v /f i, d isnovimtentó gmeral se conviene ora; 

x¡ — Ai sen {i# t f 4 yt,} — A : sen 4 Aj sen £u*t + itiJ 

— Ai sez (u L í 4^jl — £Aa serj («.r T 
Xi — Ai^n(y L f4^j) “ Ai sen (ij^r - 4 A j ten(ü.f 4 
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ttfe coAdidúD» iniáaJ« so* j.(Ó] 4 ^^0 - O, j rfG) = |. ¿ ; fü) - 0.± 4 (0) = n.á^CQ = Q r 

Ai íí¡a 4- jtatét vi', 4" sen — O 0E 

Ai sed vi, - 24 a b=n tí, O 

A¡ ¿en — A t sen ^ 4- A, sc-n £ 3 = i 

A L CQS d, 4 Aj ÜPB ^ H* V5 Al eos /■., — G 

A t con ^ — 2 '/$ A j coa i^-j ■ ü 

Aiertíf , - 4» cus g:-* + - O 

Sumando' las ccuaciOTics. \ (J) y (9), tenemos' que 34 i c?s - {]. a ÍE a que í = ^/j >■ de (7) v mB 
típipmuv ví-j - - */a. I>5 Jas «i^csapw OI, (J> y 0) o bu nema*: 4 - t/J T a- = j/2 y 4 = ¡ /¿ * 

ccinsisuicTTC el m O d míenla ReseraI *¡; 

*i(0 - | - i sen (í 4- r/S) -r (|) sen (VSt + t/2) 

«*(*) = i - (ir w{St 4 r/S) 

Xjt) = ¿ ^ « n (í H- r/2) -r (1) sen (V? f -h ¡r/2) 

Tm ni-a.süs iguales están unidas por una cuerda. La cilaJ tiene un.i tensión r que puede sopail ' 
constante para ángulos de oscitación pequeños. Si. Ja* masas se colocan igualmente dista reí» 
^tmo se muestra en La figura 3-JJ f determinar las frecuencias naturales y tos modos princípalil 
vibración de! sistema 

C-V 

Lu. 1 .. centone* üc Irtovjmicill ■ C An por: 
m-M¡ 4- {2T/L)zi - (TfL)zr = O 

*sf ( + (2r/L)ft - (Mír,-(!■/£,)*, = O (ij 
«141 4 (277/0*4 - (7/Ljüa - Ct 

SupHiiiri>mr >5 ,-'ie f. mobjrriiciKii ti ptriádico y -itú. 

rum-ucR" de rocviüftieuLE» üf~óni:os -de ií¡fcsr.Iü ¿irni:L- 
■.udt-i y ífeíUuficiUi. üctií! 



Fijr.343 


— A -ítrL (üí 4- ^), 

*+ 

X\ ~ 

—-•i"A (vJÍ 4- v') 

= li $zn [ai 4 ví-) T 

JCs = 

~u~B -’^n (t¿¿ — -¿ j 

— C sen (mí — $), 

!ía “ 

~w~C sen (uí 1 ó) 


pr 

W kr JCC1 l L SJ D T 

R.í mpl;i ra~c.Q Htúfi ■iihirt'- ¡rn lii.i riinckn?? niov.eiiftttü, tbtenemos 

[ZT/L - üVdA - [T/L}B - O 
-iT/L)A 4- í;2 T/L - ¿hn)8 - iT/L)C = O 
{TfL)B 4 [2T/L - tSM)C - <] 

y |fi eaiaHfin de fréaMüCit se obtiene IjuAÍaíHÍti n cero e[ slíitrrriintnLc dt los firícíjíitriLw de A. By C: 

(Ljh/T?^ - Q[£mfT]ru 4 + (Í0ÍWÍV - 4 = C 

RisuivntníJo esta ecuució-r {ihtener-.n^ u n = VCL6 T Lm t, u 3 = y ITfLtn, « T = \ r xxj/Lm : Ah-z. 

D= Ia^ ícuJ iiinn=5 poniera y Ítrísru. di f.í"i. í.Cflí;iiüs 

B/A = B/C - 2 - (w¿ui 2 )/r 

para eL primer modo ds vibración sea j* = «f = >>.67,/.nj. Fr.innccs. R./Aj - ff,/C* = ],4 o laafjff 
á j - t.4.4 i = 1 t 4Ci. Vmsc lia flgufi 3-l-i{uJ. 

Purn- d *«und'i muda ri? vlbraciún, w s - m, 1 = ITILm raloam, E*/A, - JSjC* - 0 y ac ]j 
Klíadóri di As = — Cs. ^ dlSi 3a figura A-!4i|¿i}, 

Pa.tR CÍ tereer modo de ^brjdun, & = «f ts lAT/Lm. Eníoucea, BJA* = BtlCi - -L,4. VÜigH 
íura 1- 2 4ír ■. 


: h; 

I 


St; 
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v di (') v f-fi oí, 

y H > - 


S-‘ n i na m¿iis colocada en d extremo de una banda de clll> 

* ' dí lon-gitsid L t es: i giunili] alrededor úcl punto Q t tomo 

t rflifesint en £a figura 3-15. í kilírar fa ecuación de Lagrart- 
fie para deducir las est presión es di: las i'uerzas- genera] liadas 
que aetüuji sobre m durante la a o sd la rio ríes libras. 

j_j cl . il'iúíi Je t.ii¡ 2 rangc ;u:u dbraeionc? lili: t% puede escribirse en 
te forana: 

d_ Si E-C-} _ _ q 

4í 4¿, " 

_-ic nií ineHiye forr.'almeTilc lu eaer^úi peten vía li P-F- Lía fuer ¿ai ¿ene- 
-j lijadas (? = sun tfeditd Wcs Je un puicn ckl 

La energía cÍRébca Ce La mita c¿l¿ daiLi por; 

E.C. Uiíp - [/s* - ¿V sm 3 s) 

&: l; /- \ . . 

■ mi L$* 4- L+* sen J í) 



F¡&. 3-15 


Hiede >upartirá* 
distanciadáS -f 

d íí E.C.) 

i rineipaks í» 

di fíL 


d víTl.C. ) 

■¡ ffiEj 

di Di 


d ¿tE.Cl 

“ )- II 

dt 


Sis 


aj 


ven ? can £ 


d(fí.C.) 


e'í 


= D 


t, Hi 


ar jCü. 


'.■L^Sw» 


Fcr íírstjTuiame 3as expresifl-néi de l&i fuer: as Fer.erE;Í7Licais SCrt" 

**■ ■ ■ 

7íi[£ — Lo' ¿ — L.^ 1 sen : 5} - íj. 

«•I ■ I « 

m¡/- J í -j- 2 LLo — uní? C03í : Q,j 

r m[2L¿^ acrAfl — jscn*í - 2’mLV tejí a eos fj 

TI. Utiii miiv:í m üSEa sopor[jdn por resortes tía ho¬ 
jas? que iiencn un jamortiguamiento estructural 
S y un y rigidez k. Si u esta masa se Je cortina 
un ekmoíito de t¡ u;i tJuz k i, amortiguamiento de 
inercia O y se limita ri movimiento por medio 
[I de un resurtí: de rigidez ki y un amoriisuamien¬ 
to riscoso c. como se muestra en i:i figura 3-16. 
deterímnar la-^ ecuaciones dilcrcndnks del sis¬ 
tema, 

El ürnúrdguayniento da ímTííq puede <Jtpreiur¿«: ácimo 
una fiJCFTa -fie disipación c* «Tiírgíd. cuya r-.jgritcd <i pro- 
poreipivaL 1 La Emptitud dtl cambio de aetttruLiAn a ira ve* 

Jai elemímo qi.s Jiras o i minie de pre-nirc 'níiün.nd (7, 
lUitinrvs l; el ■at»oniguatnÍ€ffuy esiwntrni es un;i fuerza 
nt ij¡-.¡ 7 .ig-yn Je r-flTi; i, íuja magnitud es prn;> rctonal P lii 
sj'n^lirad ¿c! eumb:a? de deípl^íimic'iio .& iravfe di ¡OS :t- 
wlifiH He he-ji-1 que hcren tonxtirttc ¿g prepárelonaLeaJ jA 
Dibujajtdo z diegr^^ta vrElorij de la ñícria Cíuc rou. 
einíLo se Jndíüu er. la fijara 3-17, se observa ^ue t¡ amertlgua- 
nskntfl esiTiíctural csi-- adclamtadq í'n' 1 al jínoiliBuaiiiieüio 
■i ü^oso. micíurai aua d artioftígítíuniafltfl d¿ i»ie:ck riiá re- 
IraiHdú ^nn rcfp:it tf .¡I arROI 1 ligilünlíenlo tthüiwi, bu dcci^ r 
retículos.: 

es parís el umaniiíújiiiíento vísccío 

'•ykx p,ir¿ íl ¡STT.,Trtiifi;;imÍBr J ;lo eítfiiflurnl 

-i&x para el ame-Ttipigmíeneo He ifítfíia 

p «ro para vibraciones forzadas. 

- . *..■*» 

S ~ 1 LlJC i O X = ?/íLl t X = tu¡X 



Fig, 3-16 



1 Vn' ||fijj.¡M-J. 


Á ev» v* 


jf ™ i 


x d¡i ih> 




Fig. 3-17 
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VÁKfOS OKA DOS DE LIBERTAD 


n -i" 

fe 




Üiíh 


•V" M U 


■ : 


¡til!! 

E' ¡ ifíj 




fe 


su: fe 

,1! 

r. ¡i|l! 

v -;¡ 


, Mu. 

¡i] ■ 


■ ¡ r 




í ■ isti 


Así. el am Of Signamiento 1 usSriuiturat ss cfl Acierte ít : 

igk¿ — . - {gkfo)i 

y el íiroítLgüiiJii lento de tñv-fci n eonvkrsc en _ , 

- tGx = — iC(í«sc) = {£™)# 


Jc-.iiiY- ¥,)< 


■ - ti i, — JeJ 




- -r=) 


** 


Fia.s-ift 


.. 3 


d rm MÍ 


(>e In e; disjar^jnas de ccerpc Libre ífijiuri 3-LS), ! •• ec ^iulO-iíS djrirenci&Les dé mOi-ii ec.-. s-un 
Gm{X’—¿ 2‘. - k v {xi--n\ = 4 cogí lí 

■ f ti *1 + (ffkfn¡)rt + + fril*j — au) •- í?¿ 1 fesiT, — £iJ — 

exi H — ¡Ti) = O 
Y ca mi* anda el cfden obLuniinos: 

Güjil ” /íjJf'l — ' -A d'M 4i¿ 

íji í]í + (piafa “ + (fc+‘ frj + k-Mt — At*i — Gu*i — — A 

f_T : i — iísSf; — Á'iíSa — O 


■ 


SISTEMAS DE CUATRO GRADOS DK LIBERTAD 

12 . Suponiendo qve ;ódus tas wjperKries ta contacto son Iíhu-. escriba ¡as ecuaciones dir¡srcrci¡¡: 
■ |C movimiento tic'. sís:«ítui que se muestra en Is Uaura > 19. 




ki 


ki p- 1 —1 

-'VWA'V-! 

kj 


1 

-- wM'/j - 





di 






— 30 — 


k. 5 —I 

Ge 


- ■ j j 



——w.w- i,™* 

U 


Fifp 3-19 

Ctomo hay. cuatro masas umdis par medio cíe reoi-ict y de ymaiEigumEarci. se fiicesnüii cuütm eoprcknudSH Irá 

lüeiltes pqfu especificar Eli duníiíwríidnn deí sistema en un instante cuatquicfa, Con y x* Sá pueden dc.r 

las posiciones áe «da* las masas *i un i raíantecualquiera, diferente de ¡sero. J'or && rj-són. un HsiMBft ^ i 
uiydíji de lincílyíl Las ccu-íLcitfltes difercnáiJle* de movimiento pueden oOtlmcrse fácilmente dibujando el diaj 
cuerpa libre de cada masa sepamdamaiU y aplicando La segunda tey de SeivLtm a cada masa, con tí fin tic abíeflef ] 
m pMU de immmiíBto irada* de libertad tiene d sistema. Este ffcieedímicnío se pue* aplicar a *ÍíW#íU| 
rrana‘íeS 0 JXe de muc-ns üíss tie Libertad 


En la figura 3-20 supangatnoa que *• en mayor qut jíiJh 
ecuación difercncaL de movimieniu está dp-da pac 2Z 7 = ma: 


•m-.XL 


= — k t {Xi — *i) — h[Xj — — Ci^i 


ñ j dia - , 


Fig.3-20 
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pira Li mssa *n: U etuaciín de movimiento ss: 

Pij i + a - M*, Jft) — ti(jra — jt,) 

Par» !aois.ía rh ■ i¿i cruackn de mov-Tnicn - ’ es*i dada por 
iTí.i áf: ~ stj) 

l- paro Ja rn usa mj, 

mi r. — t*(aí| — Xt,) — o&i 

Por <rtnaiiju¡í-nií, lu> uuiuru aruüúcmdu ilsífir-aidole» de muvirmBriui 

que represen(STC =1 jiste™ dñrio^ pueden e\preírse «mor 

lili id — (.fe: 4 k: — ki}Xi — kixt — kfii — £T:X(, = O 
Vii X* T (ti 4 írtT-Eji — /ftif i — ktXi m O 

ttlj Jtí - fi3Xi — kjXt — O 

truje l — djii -j- l — tí¡n 0 


M*i - r.y- 


(i)(x, - I|J 


t^Jr, - 


85 


_ 

mi 


— ¡r-i) 


W* 


FVt-SG 




i 

i 


r 


* 


1 L 




I 

ncin luí ik m 

jj 

1 


m 

i 




J, 

3 

i 


■ m 




i 


in ndtpen- 
¡ SílüiElEtr 

m ite úujtro 
ií-^arra de 
r Lamías 
TI_ íi i n - p les 


-- *+) 


'M 








|3, Dcáutif la tcuaciún dé frecuencia del sistema general masa-res o ríe de cua¬ 
tro grados de libertad que m muestra en Ja figura 3-21. 

1 ls ceuóíwno do mívimicíito están tbiri po* 3.F = m,- 

mi X| A (£> 4 t a )xi. — ktXt = O 
íJíj'jfí -■ (tí 4 — A'iJfj — iaíEi = ó 

Tjj.i 4 (Lj - kb)a:i — ti-Ei — ki#M ~ o 

hí4*íFh 4 (fc* 4 AJari — ife-iXi = O 

S-i-prs--sgu-mos que e; rrrívinicni cü periódico j. -s crompOttc di iru>vi»nic:¡5«s armónicos de 
diferentes ampLiladcs y frecuencia?. Sean 


a) L — d ¿en (üí + 

Xa = B id» í«í 4 $) t 

x í = C sen (uí - ¿), 

= D fcíMÍ (wÉ T 


Xl — "j 3 í 1 sen (*i i 4^} 
Á'i — ~v*B *en 4- 
??3 = ■ -&í j C sen i.jé ■ -l) 
a?H — —q. 4£I ¿en (oi 4- 


R<mpu/Niuí,i eswí vjJoííí un i..-, eeu.iddneü üc míni.Tilenm > stmplrílv'iirsJo, icnímwü: 

(frj 4 ti — - k)B -■ O 

4 íki 4- tí — s Q 

kiB t (tj J - ti — *R-tij a }C — tii> ^ fl 
-t iC 4 (fei 4 fri — m ,vj*>£t - {) 

La cctiae[¿A de ííeeuencla se obllenc igualando o cero d decerrainaa» de los eoefldeoteí de A. 
B t C } D\ 


4 Jti — TRi tí a > —ti 

—ti (Aa 4-1¡ — 

(1 -Id 

I) C 


Eicri friendo d dcicrminanlc eo otra furrn 


í 

-t a 

íta 4t* - maui 1 ] 

—t* 


a 

—tj 

i 

o 

I o 


-k, 

b 

-k* 

0 


O 

*Jt a 

c 

—ii i 


O 

o 

- 1 % 

d 


ah - k\ 
—&ki 

Ú 


—ata 

M 

—ati, 


O 

o 

—fcl 

(t, - ti — m*y f ) 


0 

—fflti 

ad 



FJg.3-21 


= o 


- abed — (k[cd 4 k]da + klab) 4 ~ O 


(ti t fc wii w^Jíti —k- 4 — — k, Wiu' ; )(Aa 4 k: ~ mi. ^I 

— (ftí(ti 4 tj — — ti — íju^JÍ 4 4 h\ — fniu’jíti 4 ts — ?ni ti*)] 

4 [ftJtti 4 Al — lF(Lu ! )(ti4 ti — TrtjLd *)]) 4 tííci — O 
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varios grados de : ibfrtap 


KA 


fll 


1 ■! i 


DesarfiíLlíuida esta c-oresión obtenemos; 


* _ k i 4- fea 

jn¡ 


4 - k 3 kz + ks . . íg* -r k¡ r 

-f ll - 1 +-_|_ „-! oi n 


■'■fj ¡ 


fíi j 


vu 


_l_ i ktki + k¡ki + A-j.tn _ fr,£j — kaki -i- A - !?:] k¿k, + kiks — 
rrttPii prtíflií TrtíJH^ 

{jfci + faKfcj + fed _j_ (fci i- fayjk* 4- fri> _|_ Uu H“ feiKfet 4- kj) 


W.-lV'r2 


VTljtttj 


mim-i 


k¡k^k T + fc<frjfci+ - 1 - kjkikj _j_ fcgfejfa + ¿flfctfc ft — kikjcs -A 

ttr L »!..>n j mim&u 

+ ikrr _ 'A- t -r.W&4- fcifc. 1 - W 

Wj^rtl Wj Tlí (Tft Llífej 

tiAiA-j/ci - Ait]/íLfci 4 tiAifriíCi — ííiJfcftiíifeü -r ^¿-.Ajüfes _ 


m» mjf Jf LfWi 


= G 


• í 
i ti 

rif r 
-ü íí 

í 


I T- 1 ; 


M 


t 


t: 


l*u 


d.I 


MATRICES 

14 - Ll movimiento Je l^i dos ¡nasas que se muestran 
en h figura ?-22 está restringida al plano del papel 
Los movimientos en las direcciones perpendiculares 
ie pueden lomar independien les n ana del otro* par j 
ángulos de oscilación pequeños. Calcular las fre¬ 
cuencias naturales, la miíEriir inercia, la matriz ri¬ 
gidez y h matriz dinámica. 

Las scuísaünts de ir.o v. m i en l¡? eitin dacai j»r: 

mti + 6 ^*'s — kit — O 
m Tj + ñfca;¡ — kx¡ — O 
m 4- ■titííj — O 
M + ttftjíj ■= O 

HHcicniJü ¿i = <Ju i) 



y, = q t y jfi — iji, fus ecaacmtieM Je movÉEilieníQ S= ggmncrLtEi en; 

u n (1 O 5fc — fc 

> »! 0 O 4fí —*k St 

) 5 W í Sfa {JÓ 

too™ "<?< O ó 


o 

o 

■It 

ó 



_ ATJ 


5* 

1 

■?» 


A't 


= o 


v asL la motrií nenia es f \f ) = 


m O O O 
O m O O 
o O m O 
0 0 O m 


y la niaLrir rigii!e¿ e> 1^1 = 


La matrir ilinietLLL^ ti I C] — i -V/ |" 1 [ A J, cf-<^iHdc [AI]' J 


L 


i/jTi 0 0 0 

o i hn o o 

o o iM o 

0 0 0 Vw, 


6A¡ -h O <i 
-k 5k O tí 

0 O {] 

O 0 O O 


y pnr (unió. 


l/«t 

0 

0 

0 


&,íc 

— 

0 

0 


okfm —k/m 

0 

0 

0 

1/tjí 

Ü 

0 


-k 


0 

0 


-k¡m Bk/m 

0 

0 

0 

0 

1/m 

0 


0 

0 

4& 

0 


0 

0 


0 

0 

0 

0 

I/m 


0 

0 

0 

Üfe 


0 

D 

0 

GícV-m: 
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ITlNlCe lü lenriii íte 1 1 mrttriz A paFfl ubferícs 1 : 


;'U) - [íif - C\ = 

\ ;j ecuación caree terática es ¿i/) = ¡ Xl — C = 0 t « decir. 


{A - SiíWtt) 

ik/m) 

0 

0 


{k/m.) 

(X " Bk/mj 

0 

0 


Q 

o 

i \ - Ak¡m\ 
C 


ü 

O 

O 

(A — fi'c/m) 


O — 15 

{kfitt} (V — BH/m) 0 

O O (X - Jfc/ffl) 

0 0 0 


= o 


í*. — 5&/m) 

y 30 r i-tnLu. u;, — \fik/m T a. — Vlifc/m, iii g — y/4k/m r u 4 \f8Ítfiit rad/íts. 


15. Determinar las coüt denudas principales dcE si Mema masa-resorte que se mugirá en la ligiim 3-22 , 
por el método mairiciüiL 

T .ni cn.ird en .idas priíteipiEci íslin duujH pon 

{pj = [af -1 {$} 

dOsule la inversa de l¿ matri? ric ir asforrí-ación [n]. 3-1 Cual ftlá íbrm&iiü. p-sr tocos, lo? modos principales rio 

vibfAeióít d el hsItitiIí 

Se ha éqeei gir a¿Ji> q i¿e Li* fríeuíneias n^g tíE ss *001 

«, = \ f '4khn, Wj - i/ekfm t u> t — l 4 — 

v Je ¡ü ’.-ínríá de la matriz >c puede dcnvttn- que L num-i* ó* irtofo moción rsii dada por 


Ahora. «J ‘ = 


{ adjunta [<rj} 5 


«I" 1 = 


r¿ -i 
i i 

o O 

o o 


1 1 
1 -1 
o o 
o o 


.rlnfrcic I adjunta {«} T = 


Q O 

O A 

1 O 
& 1 

1 -í 

1 1 

Q fl 

O 


0 O 

O l) 


O O I j 


{» - - 


y ]*[ ** 2. Por cofisi^uientí. 


0 0 


Í1 

i l 0 0 


Í1 

0 0 i 0 


r¡i 

0 0 0 l 


_Í*J 


do. .de íj t ifc, <Jj y <?■» 5 Pn Jas coordenadas gefiéralizidcs que represen L^r. a ? . J?s, i/i > ?/s. respe:' 1 ¡va ricilts’ Portan! 

pi = Q 1 ]/!^ — fJr/2 - xi/2 — p& ~ f u /S = y-j2 

j?: — gi/2 — iyi/£ - iJÍ! -i- xrfl p* fj/2 = 


COERCIENTES DE INFLUENCIA 

Determinar los coeficientes de influencia de! sistema masa-resfrie de tres grados de libertad que se 
muestra en [a figura 3-23. 

Por definición, el coefideme de inEíuendi es Ir. dcHcnIór. co Lo coordinada Jíc. Jl u una lusrzj unitaria aplíeacj. 
cri ti cpufJenj.üa / P:i;a un -¡\(cPtu tlé tres smdoi de libcrtid ÍMJr|í ¿oelkwniiM de ¡nflueneja. 4 'ic tos h» ljp «u, u LjJ 

rI SÍ' “í3' *]!>? y «lü- 
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Cuando se apir-a j-j. fuerza .niti-ia j j. ina» 4".-. comn se ind::i er. 
|g figura íl resoné de rigidez 3 i se esLÍr&f| l/l*> lo CU *1 CS Igual a 

trn Por cíui*i(uítnie, *j3 - 1/3ÍC. 

Cuando Ie masa A»¡ se deñecia uns longitud — 1/3 J: bajo la 
éán etc una fuewu unitaria, I m mam 2m y m jlmpleiTtírtl* s¿ tní^erin fcada 
ubaic- uní?, riisraneiu :£Ja¡ es dedr. 


p.;j: e l Eííjrcr.:d reciproco di M&Jtwell Tenemos: ¿ 1 ^ — 2 ^. En oúrlit- 
íuúikúi, ajj rt Ult y u,a — u 3 i, y ;"ir í-niijuicnir 

íf ■■ ■ = <r •} — cr: 3 = 021 - Ai : — J ■' !Ü 'í 


1/13 k f !-'í: c ser que. í:. 


:0:\0 


La ficfeaiún es t rq , O jen l • (jh.'. 1 '' 
masa íh cudeade Ja miui Itsj. [éricnifla que ff¡u 
pnr ^r^uisnle, » s. = a™ 


Pani encontrar Aplique intn fuerza unjiarui j la masa m, Les i reí rcí^rteí escin en wd* f, su rigidez c^uiva 

lcn:e Cslá d?.=a pó:: 

1 /L„ = ir¿h -1/A+- i tk = 7/áfc O ir.! - at/T 


1/Í34/7) 


Los coeficientes de infliicnejj dd sidc-mu s*n* 


dril pánddü triple 
mt v m 1 , que mí 


Í 7 + Deber ¡timar los iJiüeficicrrLüi dfi iofluíncist 
d<; longitudes /. ¡, L¡ y í- j y tiiíisbí 
maestra en Ib figura 3-24. 


Apliquemos un» fuerza unitaria honzoaíul a \x r 
coma se muestra tn la. fien r a J’2í y í pr-“j.c las icuíici 
decí-ffr de h ru$;i «¡ ,. PueslU i|UC m «tú e- íquitibrr 

F sen fl = 1 

Y cosí — + uin I JÍ1&1 

Dividamos la «unción Uypfc I» (?) pf-Tü obictitír 

urtii i = lMtí* l - mti - m- 3 ) 


|k l-jir^U 


I IL l’^gídj 


ItJ ' .-ry;i 


Fig. 3-25 
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| Futría 


■Jilíl 1 

1 H-.|lndL- 

Im 1 


1 ¡flt' ] “‘I* 

Pur:. ]ia!iar aplique upa fuerza ürtitñriE a l¿ musá 2nr. CCT'.O sr 



1 mP.ll .!■. 

: 

-nuecera en 1 li sl¿ura J-2 jí¿í. LOS TKnr.si j/. 1 A (iún ='¡ sene y l. Cun?(l.re 

□ 

rn 

_- 
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Púíj ángulo* de oscilani-ón pc^Ura.??, lian $ ' se? í y de la CQflFi^iraeign del siirtma Síncntii que seir í — 

f-n cflTiSKíienciíi: 

a i3 - LJginn^-vi x ) 

\ pnr IjI ^'J-JLiurlrCü. díl stíicma tsncmLhn que • 1 ^ 5 ! — a.;j , 

CuilífcJa ‘C jpJiüLi una Úcr?¡i hOTlftsnLdl unkiifsj. a Ej masa vi.»« sortiO jC <r. M íiguju >16, Li itiás,l wtj, je 

deapíazara urca djilijieia 7 .,, fniearra? que m 2 y m 3 se deiplazAfltf. :na distancia adidonaí igual a L s /gtv>. s 4- JH 1? ) 
una. Por consiguiera^ 

üx>< - ít] [ y oil = *¡1= ~ ft ij “ Lz/gin^ + tjij) 

S¡mi'-irm:me. cuando la úrnca fjerjta que ictúa sobre la masa w- Á es una tvcTz» itíñeontsl usuraria. come se 
stmestra íti La úyurj J-2?. la m : « ü&pldjari ana distancia & :i y ifu una rliitaníia .a 3l + L- ¿ !gim 2 +■ «a):r 
míenlrni que m-j se denpíauri unes distancia udicional igual a L^gm-ú cnlwlcci. 

“,.-i — -íí + Lüf&mz 


n I3 _ 




Pnr UnlO. "os ;oeíl cismen Je ánflLcncia «Lári dados p-Oi: 

Ly 

axl ~ ^ L2 CI,!Í 4-ifi 5 *1- 





ftj j 


#3 2 


J (tNi ~ + **a)' 

_tj__ ? 

-A íít¿ -I- -pt n ) ’ 


Wjn £r(wnj 4- + JJI 3 ) flfwia + 

í 

g{m , 4- 7Ft a -r wi 3 ) & í uí 3 + ) 

i _ £3 _j_ ^1 _ , -^s 

l3 ' i:r “ ír?tn t t ft»a + WjJ + «aJ jm a 


1S, Calcular los coeficientes de influencia del sistema masa-resorte de tres gradas de libertad que bk 
muestro en la figura j*2íj H cuando todos as msSsus M>n ¡guates a tu y todos los resorte son igua¬ 
les a k. 



Fig. Fsr. a-ü« 
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[CAP. 1 


AnAloiHmente k obtendrán 1m ligufcrttci eciiaeionn de tuertas at aplicar una fuerza umEcarisi a la ma+a nt?. Cümu 
kc la ¡ipera 3-¿3(£>K 


^■{•*12 d oi ¡) +" ^*12 — ^(“22 «ljl 
&l>aa — qjg) “ ka-¿-¿ + k{trm — — 1 

.itlagji — ÍEJq) -i- — Cfrj’ J “ taljT 


Su j n ¿Tía - 2^J — O 

ÍWchíj — “ íca^j ~ 1 

8óf¡ti — (ÍJ2 " 3 32 — O 


d: Jondd 


ti si ¡= 1/4 A, w ss = ]/2 k„ — 1 /Oi 

Y finalmente, cuando vs aplica uno fuerza unitaria a la maíi m¡, como se muestra en U figura, Ijgfclt tib leñemos: 

~ 1 ffj,g = I) 


Cfiqj aiít) ' " es i qí — feüC'jj 

kíp 2» _ «m) + ^¿2 - ^ j ;í ) 


de donde 


,J ^¡lI + ^*,111 

, = í 


3fca 3a - 


^22 “ 1/4/c, 

“22 

= 1 }2k 

dd sistema : .'m : 

. «1 COPí^S. 



«i, = 1 m 

*|J — 

^13 

= U-ÍÍí 

« t j rr VAk 

Hj¡ — 1/2Í? 

iíqa 

- 1/dt 

i 

II 

lfaA 

Í¥j2 — 1/4-fe 

Aiij 

~ 1/fflt 

c irHuencia 

de un 




3*22 — U S3 - «t3 — 0 

•■13 — Átrta — 1 


sistema dinámico que consta: de tres masas 
iguiiks fijaclús u iirtti cucrd.it i en ¡iiu ñutía, cgmo 
se muestra en la figura 3-eO. 


rrt| 

O 


iría 

O 




m* 

O 


T-t-H 


Figp 3-30 


Se puede üUjWmsT que U itíf'ü.^ií en I i cuerda, T* per¬ 
manece constantt pan B 2 ¿ulo? de oscilación pequeños. 

9 )] k’!> k Lltrílc^jdn cei i.i posición i debictci a. una fueran uni¬ 
taria aplicada en esta posición. 

tü la üesiciua indicada en la Lisura 3-3!, la Ju&'Zü uAiiaiia es balanceada pur las. tuercas ds lengón e?erridú¿ peí 
ln cuerda, Pafn fogulm ib Oídladflñ pequeños «SEO puede tfspíe-.ur>e íomc: 

WufDT + hufiDT = 1 

qu-e noi da — 31 43' 

Cr¡f t y qjn (Oít las dcTíextows. de Un mUSüs ??E S y t/r s dehirfn* a la fuera unitaria aplicada o «q, Estas dsllc*ion<i 
esLin dadas Cor: 

“21 — ^í fl ltJ — L/2T r a aL — ¿(a l3 ) — L/4T 


II : ! 






T 

r un.u .innriu 

Fl*.3^31 

Para determinar íc-m Ipliqin: Lira Pueril imitaría a .j mi-u m¡. como ••- trueitíi en la lígui i 302. Lu> ¡uírza» 
que actúan su la masa ttfg SOtI: la fmeria unitaria aplicada y l-as fuerzas de ¡tnsJÓIK HíSOOCCS. 

(í£n2/2.L||T T {¡l2¿f2L)T — 1 
que nos da -a-j-i = L/T y «l-j ” = L IT- 

Par iimcErfii, a E , = = QTJAT y por el teorema recíproco de- Maxell, = a% u a l3 = j « a3 = 

Per cousignient-e, ’os ecGÜrjmtd& de inlluencia drt ti?tema y-i.i: 



íejj. —- 3¿/4 T r 

«¡2 

- LfZT, 

«13 


o n ~ L/2.T, 

«22 

= UT, 

«23 


rji — trtr, 

a ía 

~ U2T, 

«33 
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^ Probar ¿1 tío rema recíproco Lte Mafcwdl, 
a ., - *j, P para una viga simplemente apnva- 
da que tiene dos cargas con centradas actuan¬ 
do como se indica en la figura 3-33, 



JlL 


w. 


Flg. a-H:l 



Los cLiuro cocíjcLcckcs tic influencia: lid sistemo ion: * 1ÍP . t2l «*, •. <i-± 2 - F.ira probar el teorema rcdprocc de 
Vls?f*el 3 taOLi Jctrxfltu: que Eh?o puede hacerse jplicatirto bs corps an don cíclu*. 

tn -I primer ádo aplique primero IR/y luete Cuando 5c SjHiíJ- tV i tn U pomaón l_ üílicamaHe. i?i cpe^i- 
aefttei de lanucneb *un ¿ u \ a y 

E.f — A- f-Vj óji 

Cuando Sí ipjjLU (después de cslar aplicada IRi) la cíicrgLi adÉdonal del uislema ca ^ 1 R<£ú¿í t &*a) 

y por tnhlii lu energía Etiin! es I +■ 1 1 «li)* 

En el icgueirln creta* aplique primero W-¡ > iutac lí'i, I>; formo iimjlar, k craererai total de. ¿isiima «tá dada por: 

+ -¿W 7 ! «ti — Í^'l "ali¬ 
néate que til tí nal de íunboj cicIík de aplicación de carden se tiene el mismo esmdo, las den expresiones de ener|b 
láíbín sor ÍE'itile'í.. 1 U:la.-do las dos cxpnsLOná£ dí encra¡iíi .rínLenemui C 1 L J = & 2 i- 

Stí puedt ¿timnuar que Ít túfeme reuÉnrjuo de Maxell puede extenderse ± si lientas en que uctácíi varbi cargas. 

2 í, En la figura 3-34 supongamos que ¡a viga tiene tina con si ante de rigidez El y na tiene peso. 
Uciliíiir las coeficientes de influencia pitra determtnur las ecuaciones di-tu ral cíales de movimiento. 



til 

Flg.l U 

tle lu teui-ra ce ¡os ttidictariu, tlr bílncneiu U* ¿cJlcttatic-i Híi^ís «i Iji pasicloaei I, ■- y 1 mis Jjdui our. 

#L — Jft¡^ ÍCi li j [ “ ttij ar¡] Hj j — 

rt #i ** * 

JÍJ — -5J^ÍÍ| 1 I1 — 1J5-2 ÍJjflng 773-j íg (1 jj 

+ ’* #■■ Ú * * 

x¡¡ — —£■; ii%i — £ 132 . — 

Dtí 3a re¿ !í ten p-i de materiales tHiemui: 

9L3 


«li “ 


13E7' 


uí;' 

Ugl ~ liísí ■ 


*2£ 


16L- 1 

12íi 


y por la simetría del i¡tierna. 


yL^ 

w » ” dvi “ 12 £1 


*ii 


«12 


11& 

mi 


7 ¿ 3 

h ta = «ai - jijrgj 



Rlg. 3-3S 

FiniiJméntc, por g| icoreinii rceíproM de Mmwdl, «o = a^í y *35 = ftaa> P® r conaj¿uieiLit* tai ecuadonct iJe mo¬ 
ví mieino lompa la Lguienit; forma: 

(í+m 3 r L t ilJít¿SC¿ + llern -I- 7»1 JTaj(L- 5 /1 Sí 1 í ) + -¡ Ü 

(Itiinsffg - lSei a + llm 3 + lint] xJ\L'yi2EI) + xn - O 

(n-Wtjr’n l Tí»!** ~ q- nejftHLViSE/) + Sj - o 
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ITERACION MATR1CIAL 

22, Utilizar ta Lteraciófi matricíat pLiry determinar las Frecuencias naiuraJes 
de! sistema que se muestra en la figura 3-36. 

Dí La tsuría de las coeficientes de in. fluencia encentramos que tes ecuaciones tic mo- 
v$ raí i en Lo pu c Jes i ej.priSi.iiC cOíHú. 

— X ] — a;] 4m íf l 4- a| »?ííl r 3 — crjgin r 3 

—x 2 - di }! 4m 3 L i- i'j, 

—x 3 - fí 3 |4tní L 4 0^2*011-2 + 

kíirlplaíatlÉto x¡ par u^X;, lu*. ecuaciones toman la FífmiL: 

S 1 “ 4,±- 1 |TnE J íii :i — -i- 

Sfg — 4úgj rJiiEqu^ -f" 77 IJCj¿j- -j- 

3fj = 4ajjtftaí 1 ij a + Ídr^írtiígu- 4 «janusju'-' 

Fn naiBetún inutrfein) «ins «m ación c* sí convierten m: 


M 


lc u 2a 1= tt W 


«1 

** 

— tjrVjFg 

2 q ,21 ÓJ3 


*a 

^*5 




*3 

— — 


Loj valores de Luí eud1 ciernes «le influencia, hiltadni en d problema 16, ton: 

oii = «ta = “ai = “13 = ffl ji ^ l/3ír, &-*2 — “as = «a = 4/3fc > 

Remplazando esu.-» ve luces en la etUACióit mairiasl, obtejiimot 



r i 

¿Ah 

'ñk 

4 a 1 


*i 


4 8 4 


*í 

Xi 


4 8 7 


*3 


Pira comen?ar e. procesó tcr&íivo es leu le la con. Jí gura-dan es! primer modo. Sean Xi = i. Jf: = 2 y jr. 
Primera iteración 


1 
2 

- 4 

.Seyuntla iteración: 


■ik 


4 2 1 


1 

4 8 4 


2 

4 8 7 


4 

r 

L 


-r rr- 


üTnü 

Jk 


3A ^ 


r i 

3 


_ _ 

1 

uAn. 

4 2 1 


r n 

i 


14.0 

W-Ht 

1.0 

3 

4 

"W 

4 8 4 

4 8 7 


i 

« »ji 

__i 


44.0 

56.0 

- f£ £14) 

32 

4j0 


Tercera iteración: 


r r 

y ¡fin 

4 2 1 


1 

oí 1 ??; 


upjn 

1,00 

i 

3 * 

_i 

ÜF 

4 8 4 

4 8 7 


3 2 

4 

-2 «—>- 

Ük 

4 5 0 

57.S 

- ir ^ 

3,18 

4,00 


Cono la razOn obtenida sqjL ü-Li muy próxima =J valar imciaí, eaLoEceí, 

1.00 

3.18 o 

4.00 


1,0 

3,2 

4.0 


lAAmJ 1 


3 ¿ 


£l4,4íti¿t -)/3A y ■ 0 k 4óVA /jíj liá/icg 


Pera obtener e3 se^und-j medió principa' se utiliza c| principio de la artQJtDnelidad: 

m¡A ( A ¡ + jj5 2 + m^-CjCn. = 0 

Parí el primero y iegund-o modos. éste se conviene eo, 

4tn(Í)A : 4- 2ni.(U}£ 2 + w[4)Cj = o 

o 4] = ^ C¡, /?a “ — Cj 


Josué Arturo Cedeño González 
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A* 


s¡ 

— 




- 1.6 - 1,0 
1 o 

a i 




Cuando «t <3 se c-ombitiil con la ccuatrión ffi4lrlí¡al del primer modo, convergerá al iegliodc modo. 


— — 


r ni 


¿I 


4 2 1 



El 

4 8 4 




4 8 7 


L - 





-I.<i —1,0 

1 o 

O 1 


phíbltlú a la 4Íiiic(r|-i lM jirghlemli, el íegUnda mffllú ?'' 
iterativa, tcnemíhí: 

O -4.4 -s” 1 


t . 2 m 

3fe 


O -4.4 -3 
O 1.6 O 
O l.fl 3 




i J ]_**_ 

Virilizando cita fflblíM para ígnenzar el procero 




1 

u^ffl 

0 


-1 



i r i 


r i 

i 


3 

0 

_ w =m 

0 


~ 3fe 

-i 


-3 


que íc ícp-Jie, lia goniícueocja 


1 


t 


Sth-qj- 


0 

53 ~wr 

° 

-1 


L-v. 


1 = 


u 2 ■= Vfr/Tfi rad/seg 


Pura oblen.« el tercer niíjQS escriba ¿] principio de la onogcnalidud como: 

■n^^A^iíy + t- 1 ifljCcCj = O 

ríljAj-Ay. ; tfl*R xí?j "i" TripCjCj — O 

Hacieado A, - 1,0. 8 , ^ 3.2. C ■« 4,0. Ai - S, Ss -* O y C> = —I <h lm «naciones de ortogaiialidid, ob- 

4ttt(l)il a + = O 

4m.{l)¿ 3 4- 2m(3,20)B 3 + *t(4)C a = O 

de donde Ai =0,25y Fi=-ft7ÍC> Esionnes: 

■ A .l 


O O G-25 

O O -0.T6 

0 O 1.00 


JL 


y cuando ti») ne combina con la ecuación matncml del icsundo moda, producir* el ler«r mado 

0 0 O.Eñ »i o G 0.4S 

0 0 -.78 ** - 0 O -1,2* 

0 0 1.00 


*1 


H 


0 “4,4 -a | 


1,6 o 






si 



ata 



” ~w 


ata 



LTB 


m 

• 

0 

0 0,25 


“-.1 

* s 

Sa 

= 

i 

0 

0 

0 -,7£ 

0 1.00 


*a 

Jaj 


Asumiendo v4Ipí<;9 arbitrarios para «E (creer modo, ir puede demostrar que « volverá & encontrar el miisnin tercer mudo 

' 0,251 

— 72 . Por conalgujciiu na s* necesita una nunj i l ¿radón: A«, 

i!ooj 


1 ~ {w-mrm{ 1,75} 


u¡j — l,"A2\fkfvt rad/iflB 


23. Utilizar Ea iteración mairiciul para determinar las irte□ uncías naturales del péndulo triple que 
te muestra en la figura 307. 

De Ja [corte cfc Iuí uMlldeitlca d< Lnftuend^ Jas Muuciíiní* d* niovimieíun e-üin dada* put. 
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■■ ++ , -RC 

"~iF¡ — ClÉSl™! T" í r LE' 37 "™ ^2 ~ r 5 

—&2 ” ii*2i ^ l T Jn: 

— Íji — i^i + Jf-j -£¡j 

Retttplni^rndss ^ pctf — <j?x ir Lj‘- ecuación» toman b Tnrmi 
jr L = ffur/r.iXjiij 2 4- - ouWa-iU 1 

ij — a^íít t ct21' JK £ T 3' j2 "j” nnjTFl-gar-ja 11 

" ct 2L m, l- r L íl1 - 4 fis+HizZ^uí- -ir fijjfílgáf 

Par* obtener Luí, lulurei numéricua de loi codicíenles de influí rrcii, luc-i 

L i - Lz - L i - L y líi = di: = j?n = pí <« el problema. 17! 

crj] -'■ -arj = úvi — t.-.-'iíffi'J 

, j*2.^V ú'■' r — 

^ ai = L} r ¿mtf t ü j1íl = &Í,/H'.i5ig 1 «jj llk/Swg 1 


CAP, j 



Fia, a-a: 


En niSLudin i ¡: 1 1 11 .i j I tai ccuicíúucí ic convierten en: 


fiá - 

ÜJ7 j 


2 

i 2 5 
2 5 


2 

5 

ü 




Carmenes d píücíSQ il5raiEvo haciende uns suf-nMcic--r. a rhitrj - i dél píliiicr moda ce: íistílf:.'!- 
Primera iicmcÉor.: 


Ó.2 

ú r e 

i.ü 

SíSItlLlJn ¡tCí;-d:V:‘: 


hJ- 


G 11 


L 


0.25 

0,58 

1,00 


L£ 

Qg 


2 2 
2 5 

a b 


& 

u 


0-2 

o.o 

1-0 


0,25 

0.-5S 

1.00 


Ljjf 

Og 


Ll- 

S ? 


3,0 
a ,4 

14,4 


3.00 

S-42 

14:4 


¿-(14.4) 0,63 
bg 


0,25 ! 

r 0.63 

L 1 ^. 


J 


ÍJJ!* 


(14,4 i 


0.25 

0.58 

1,00 


Cwno U colümni ís reíL-.e. K SUífíflíC el procera iterativo. Eeieoliccí: 

o üi t = 0 r 05y'.(7 /L rad/'sej 


1 =W (,J ' tl 


Pbfj. obtener el scjuncij moda debe suprimirse *! prime- moda- durante d priKeso de iteración, foto se hace u 
7mdo c¡ pripLtpjL' i!e I u. úrtójeitiülidad: 

+ TT íí /? l S a + vTt a (J]¡C £ = O 


kcmpU.-indi 1 e| primer modo en la cenmción .tnícriíiT, otitefiertUJ*: 

¡?z(Q.25^ri — íh( 0,56)^7 + m 1.0)*] =0 n x 
y en forma mairscíal e~n se convierte en 


— Z,3Iv: J.r ), Xi = Xi. x- = xi 


r l 

f.i 

*3 


-2.33 -4.0 

1 ú 

0 l 


-I 

s 2 

x i 


Criando cato se enmbir^ enn |¡; ccuiMti^n maincial íund.nnTünial, p«duciríl una ecmici-én muí ricial «t la cudl tiO ewi 
presente si primer -nodo; 


*2 

*3 


L¿* 

Gff 


2 2 2 
2 0 5 

2 5 11 


0 -3.3 -4 
0 1,0 0 
0 0 l 


_ 


—b"' 

Og 


O -2,6 -6 
O 0,4 -3 
0 0,4 3 




Cop ba;« en eslii ecuación unairkial, emplee la iteración rnainefal naru derettniaar el scswnda modo. 


[i- ■ 


Josué Arturo Cedeño González 
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Primíra iteración; 


-1 

-1. 

u? 

1 

H 


O —2, tí -6 

o M -a 

O 0,4 3 


Scgun-dü iteración: 

r-sf 

1,0 

Tercera, iteración: 


L 


- 1,0 

-1,4 

J.0 


Luf 




‘2,t5 — 6 

0.4 -3 

04 3 


O — 2.6 -6 
O 0,4 -3 
O 0,4 3 


-1 

-1 

1 


1,3 

-1.3 

1.0 


- 1,0 

-1,4 


L£ 


L¿ 

6,ct 


“3,4 

-3.4 

2,6 


”2.6 
-3.6 
2,5 




-3,3 

-1,3 

L « 


Sí 


'-1 

-a ,5 

2,5 j 




-- Y 

oy 


— 1,05 
—1.40 
1.00 


— 1,0 

—1.4 

u _ 


Cgrr.u el tTKjdgi supuesto >e repite en la última iteración, se íus pende el pmeeso iserarfvo. Por ninjiguiénw, el modo de 
vibradún > Ja frecuencia nal mal titán dados pur: 

r~ i ,o. 

y i = Í2,5j o «i¡¡ = 1.52Víf/fj rjd/scg 


-1,4 

1,0 


Para obtener sí teroíí nnoHo principal j La ¿eícera frecuencia natura! dsl sistema. ei primera y segundo mudo* :io 
aparcan en el proe«o ¡icmuia. De nuevo, esto se Km» uLilíinndo el principio de ü uftognnalidad, que se «xprwt ¡¡tírftai 

T - x^iíjíí^ ■i' ?ít3C L -Ca = 0, mj.-4;!_4 3 + + tfigC^Ca — 6 

Pira .ca ntüdu= primero \ rcícern, c-tu su OOrr.ieUr en 

m(0,25’ÍLi , i mCD.ó>T. -j- wiíl.Qjti - 3 
v para el segundo y ¡.ereer modos tenemos: 


E.Dlx. + Jwl— 1 A)x: -i- 1 ,0>t j = 

0 ü .r i — 


3.i ■, 

> cti forma mairicMiU 

V 

X-- 

_ . 

DO ti 

0 0-6 


“ “1 
*i 

* 


A. 


0 0 I 

' 

w 


Cuapifn cito se combina cim li ecuación mciricial del segundo ry.odo, obtenemos La ecuación mal ricial cri tef¿sr modo; 


*1 

Lfhr 

1 H N 

ÍJ EJ 

1 

"6p 


_„1 


2.6 -6 
0.4 -3 
0.4 3 


O 0 
0 0 
O o 


s 

-5 

1 


E i 

3T-t 

■5 


ti (7 


LUi 


0 0 7 

0 0-5 
0 0 1 


Su panga cu siquier volar conveniente paru el Lextcr mudo y comience e] proceso iterativo. Se en®n t rnr¡S que e| raudo 


di In forma 


f 7 " 

r i 

■5 repite P 

sed si gnrílca. que 1 —5 [ 

_ 1 _ 

_ 1_ 


e, realmente el tercer modo rlci -sisien Asi que, 


1 = iíiiVíí v u 3 = 2,45 1 /fif/L fud/íjcg 
E¡or conoguiente las líes Frecueatus rute rato del péndulo iríple dtid.ii por; 

cX| - 0,56V^/L, U; - 1,62 -/p7L p lj 5 - 2A5i/s/L ratí/scj 

24. Determinar lu frscjíncb natural más aiia de] iisiemy mesa-resorte de tres gradea de libertad 
que se muestra en la 1 1 gura 3-.HS. Utilizar el método de ¡a matriz inversa. 

Cuino se expresó anteriorrrtenie. laí ecuacicnes tie deflexión dí la? masas san: 



1 * \ 
+ 1 i 
i l l 
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L'liliüínn-do h [(¡(lisa ífc Ij nlürie invern, emo se fue de «pr es l r como 


[CAP. \ 



_2fc 

ij." 




1 4 4 


*i 

*a 


4 t 4 

= 


*3 


i 4 J _ 


_1 


C I) 



^ 4 4 _ 


r 

1 í 4 

donde [£*| “ 1 — 

*1 1 i 

i é i 

ti 1¿ inversa cíe |& matriz [^J — 

4 i i 

4 4 1 


£ 


De lo Mwr(n JTsalíiduJ. la Jiijuflu [/3[ puede bailarse en Ij simúleme forma; 


Adjunta f£5] — 


■■—i 


1 i + i 


—3 i - ~ 1 


■D 3 -!- 


i 4 
l ! Í 

4 4 

4 i 

4 ^ 

4 4 


í-ü 1 


i 4 

h 2. * J - 


N 1 
1 4 
$ i 

i 4 
4 4 



4 l 

1 4 


1 

1 4 

í 4 


l-i'.H-H 



i 4 


4 1 



. /_■ 


3 -1 -1 
2 ”1 

-1 -1 3 


¡ZJ 


i 4 4 
4 i i 
¡4 4 i 


En cofliecuctKiai 


[DI- = AJ > UII “ 

\D\ 


3 -1 -I 
-1 3 -t 

-I -1 3 


1 


La matriz inversa (D] 1 también puede encentrarse po" metíto de |rs operaciones ciernen i a les siguíes; les: 


Operación 


[D¡ 


[flt- 

Multiplicar | D\ por un 

1 

1/2 

1/2 

1 

0 

0 

factor 2 

1/2 

1 

1/2 

0 

1 

0 


1/2 

1/2 

1 

0 

fe 

1 

fik 1 . ij jnctios fllu f]j 

2 

1 

1 

2 

0 

0 


I 

2 

1 

0 

2 

0 


1 

1 

2 

0 

0 

2 

Fllu 0} minos lila Í2) 

i 

-1 

0 

2 

-2 

0 


I 

2 

1 

0 

2 

0 


1 

1 

2 

0 

0 

2 

F'iln íí) menos tila (■) 

] 

-1 

0 

2 

-2 

0 


3 

2 

1 

0 

2 

0 


0 

-1 

1 

ü 

-2 

2 

Fila 1 . 2 j menas fila (Jj 

1 

-1 

í 

2 

—2 

L> 


1 

3 

0 

a 

4 

”2 


0 

-1 

1 

0 


0 

Multiplicar la fila (£) por un 

1 

-1 

0 

2 


0 

l'icSnr E /J 

0 

4 

0 

-2 

6 

-2 


0 

-1 

1 

Ü 

—2 

2 

Sumar Iíl illa (2) a la fila (i) 

I 

“1 

0 

2 

-2 

0 


0 

1 

0 

—1/2 


—1/2 


0 

-1 

1 

0 

-t 

2 

Sumar lo Ría {2} a la fllu jj) 

1 

0 

0 

2/2 

“1/2 

-1/2 


0 

1 

ti 

-1/2 

3/2 

-1/2 


0 

-1 

1 

V 

-2 

2 


1 

Q 

0 

3/2 

-1/2 

—1/2 


0 

1 

0 

- 1/2 

3/2 

-1/2 

- 

0 

0 

1 

—1/E 

—1/2 

3/2 



Riff- 3-36 
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litcibién TiCM da 1^1 1 i> 


a -I -i 
-1 & -1 

r 1 - 1 3 J 

Remptiutanilii [Í>1 -1 e- 5a ecuación <F), Lenfinios 


*3 


2k (V\ 


3 -1 -1 

-1 5-1 

-I -I 3 


■jf, 

jffl 

*3 


Supongamos =1 tercaí rriüdü « —2 

L u 


y IHH.p|acÉmuíJa ir Ja scuaciín [-i patJ Obtener. 


r >i 

i 

„ 

A: ! 

—2 

díSm 

L ». 



2 -1 -1 
-i a -i 
-i -i a 


i 

-2 

1 


JA 

U^TTl 


1 

—2 

1 


III Eli O-lo aiipUfiSIQ 






í<¡ tí pire Fmo ¡t¡| cifirn ejUe <i\ vjtof siipUttEÚ ea el tercer fflútki. Tn tie<M«iicnciíi. 
1 =i 4^/u-rti v «3 = nMl/«! 




r 


25, Utilizar el método de la matriz inversa para determinar la frecuencia natural mfe alia del 
my musa-repone que se muestra un lá figura 3-39. 



De Ja Icaria de tos coeflacnt» de ¡e fluencia, tos ceg uriana ^ mAuUniento puedín cipresafM uühjo: 

— s t -= + oisSíSín + apamis 

—— H-ifTíí Ij -4- Ag^SlJl 2 "f" ítjjSíH- !f¡J, 

—— a^+íT- ”!■ ji¿¿2jíí Sj t ffj 

donde «n - «r* = "ü - 1/**: *ti = 1 /%k> «jg “ ¿pj = fef&í «*ai = a 3» = *W| “as “ 

RcmpEflíaiUllh JT ( p&r — lenennM: 

r T = - 2a lE fftse a (ü a -t- 

t ÍíijjÍíL j-jtü- 2 ^ 8üaj7i*#3W' í 
X-x — G J | ífí-f t«- -I- Sü +- 3ú 33 Bt?3^* 

t>, en noiüciÓD ttiatddaJ, 

2 4 6 

2 10 Ifi 
2 10 33 


■=1 

*í 

*3 


L--ÍW 

Síf 


#i 

37 n 


UtiLiiatldo ta leoiia de la mul:iz inversa. Ja ecuación i2) puece KCFÍbEfiC como: 


f¡k 

.jí'-m- 


1" “ 


r — 

-t 

— — 

*1 


2 4 6 


*1 

*¡¡ 


2 10 16 

s 

«i 

3Tg 


2 10 32 


J.J 


.km:-.- 


[Í>]-1 = 


*¿ 

4 

fl 

-i 

2 

4 

fi 

2 

10 

15 

es ¡3 inversa de ¡D] = 

2 

10 

1S 

2 

10 

33 


2 

10 

33 
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[CAP. j 


(í c m p h re nd o 


[DI' 


6 

-1 

O 


i -l 

-1 i 


^3 

10 T 




en (i). íenewg-ü’ 


s -a o 

-i | 

» -i í 


*2 

*3 


Sllptmgá que el Ietící modo ÍS 
Primera lcci-¿L-iá-n 


I 

l K 


y sumiente el preceso iwmivu —m la ecupctcin i*) 


10 


5 


h 


10 

f 58 


34 

-4 

k 

¡n-J 

-1 

i 

H 


-4 

“ ¿r “ 1U 

= 

“9,7 

1 


0 

— i 

i 


i 

L ‘- f J 


1.0 


SéSnndil iteración: 


30 

-10 

1 


T«ce?i ilCíJCtéit: 


7 ffí/ 


-1 

O 


-2 

f 

-i 



3b 


170 


411 


—10 

i fe 

-45,5 

= —- (3,7) 

-12,3 


1 


3,7 


1 


r«i 


6-2 O 


45 

k 

£4? 

íc 

til 

-!1 

1 

5t - j 

-i g -i 

L»1 


-Ll 

1 

_ 

mu- 

-fi£ 

= 

— 15 

1 


Cuarta iCcrarián: 

€0 
-15 
I 


_fe 

mu*; 


r 


o 
-1 
O 


L 


-3 

i 

"i 


O 


SO 

-15 

1 


¡TOíJ' 


330 

-fia 

5.4 




{ 5 , 4.1 


60.7 

-15,3 

1 


Ll «.ülurainu ntjrtjissln *r fe pile apno.'dmadárticiLte. tito Jigniflen que el vmIüi mj^okci- c% arrecio- Ér. eanrfeucíi-iu. 

1 "“■v(S«4) v híj ~ ritd/ug 


K: 


MI7TODO STODÜLA 

26. Utilice d método Siodóía para encentrar ti modo fundameml de vibra¬ 
ción y Ieí frecuencia natural del sistema maña-resorte que se muestra en 
la fígina ,1-40. k . = ki = k y = l Ib/pul, m = mi = m j = I 
Ib'Scy ■ /pul, 

Sií|ttíEi¡¡a ciuee^swkiTM mi vibrando ín liftft desús modos principóle*. atirt ffdcisetiel.il 
natural « y que su movimiento * periódico. Entonces el sistema ob-rsi según h fuerza ce 
InífeLci -wtji¡. Ahora, 

” A\ sen wf y — W£ t -aq — lAr-qA f 

lt método Siodoin puede establecerse en ln guientr fOTma taba lo r: suponlcndc un 
conjunto arbitrar Lo de valores para el modo principal fandartcnísF. |s íuens de inercia c^ue 
nc'&i sbfefé íÚdfi müü a tgu.il al pro doñeo át la ¡tcftexióci supuesto, por el cuadrado de la 
frecuencia nei«ral. toriio se muestra en la fila 2 La fuerza clástica en la fila 3 esigysl a la 
fue'/a total le inerttu que actúa sobre cid a ídíOHí L¿ lila J se obtiene dividiendo Ln li'.i S, 
término a télTOÍnci. P°r respectivas carleta riles ellsiititó. Litó dcFIe.'iiorieii calculada* sn h. 
REa i- se encurnlía .1 sumando las deílexicnss d: los resortes con la masa cercana A extrema 



m, 


Fi ír. 3-4Í 


Josué Arturo Cedeño González 
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f 3 i¿ 5 , l¡vo tiene Ja mennr deFIexión, lis deílesicn» «tlcu'lada-j iC comparan, íntonessi, con h defkíioncR &u puertas, tít-e 
-rócese a Cúrtante íissin que las deflcx.'-nes calculadas sean propüfeknalcj a l.'- : deflexiones supuesras. Cus?de esio sí 
¿ un) pía. Ib* defleaiaiw* wpu<ts:.is rtpreseniQrte la cocí ll|íi ración del modet principal futufíimemal de ■.ibíadíw del sistema. 



fe* 

m x 

*> 

TFt-¡j 


m a 

L DflflfiMÓn p,uf!Ueit4 



1 


l 


X 

2 . Fugttb de inrf da 



* 2 




a* 

3. Fuerza clástica 


3*¡- 


2u- 


W 2 


4. OsflenÓTi de! rcHFtB 




2i>- 


1*1 

<W“ 


5. DeJlfcJuán ciilcubdii 



3w a 


ñJ 2 





1 


1,67 


2 

1. Drfleidón pu esta 



1 


1.67 


2 

2. Fuerza de inercia 



* 

Lü ~ 




2«* 

J. Fuerzjclástica 


4 r 0TiJ- 




Su» 


4, Deflexión del recrío 


't .ST w' 1 


3.67y= 


2ui- 


5. Defleíscn calculada 



1.67a* 


a.34.^ 


10,34b-- 



1 

1.79 


2,21 

l. Deflexión supiLLesEa 



1 


1,78 


2,21 

2. Fueria de inercia 



* s 


i,7s w a 


2,21*- 

J. Fueríu elástica 


&.-* 


4«» 


221** 


4. IJefle ksóh dé: f ewrt e 


5¿í s 


4u* 




5. Deflexión calca Isda 





9u É 


11,21w- 



\ 


1.8 

2,24 


“ 1,00 

La dsflexión supuesta tn esle punte. 3.79 I cí muy prójima a la de Ce xión calculada Por i.nm . el mud-.- principal 


hmdamtm- 1 -1 de viluad-ón está dadu c-új. 

1,00 
1,80 
r ¿M 

L_ 

y la firsÉiiEtida natural fimdaiaenta] se cficuenua de: 

[ p |XJ -|- l,S0 - 2,24 = (5 4 5 r 11,21)*’ A sea t|UC u, - 0,44 rad seg 



27, Utilizar d método S todo Ja para determinar la frecuencia funda mental mis baja tld sí f. Lema 
masa-resoné de cuatro grados de Libertad que se muestra en la figura 3-41. 
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Pqv coTisi^irc^c. cj primer mudo principal esrá casto por 


LOO 
130 
J,QS 
6,42 


y \ñ frecuencia naiural mis 5H¡ü ubihene d;;' 


(I + %$ + 4,05 4- 6.42) = (.10,75 -i- Üljíf + 41,5i 4- «JÍJu* u 13,Tí - 148,2 «> 
Por cúúSLguttitite. 4.'* — 0.090 y — 0,306v^'/^ rad/seg 


2A. Probar que c\ método SiottaJa converge al modo fundamental de vibración. 

ti uiirodo Sudóla a inicia con defcxinneK -j puestas del mudo fujtdantcnLal Je un sisiemt Loí correspondientes 
fi[«r£3í de inercia debida» a ata» drfltxkmes se calculan, Cents paran do con Fu» hierui de inc-rdn y la» deflexiones det 
sisteaní, L. Fuerzas úe inercia recién encentradas producir Aei lci nuevo conjunto de defSexioacs, las cu dé» se asirán para 
comenzar la ¡Múdenle fiermdtjji. fcl prs?eM¡G se «píl*. Con «I tiempo ente proceso «riMfgcri hacia ti modo fundumeatalL 
el grade de exacinuií depende de| ni mero de iie/adories. 

El movimiento general de un siitema di n ÉJiidoi de Iib-errad wid aido por 


= 

■4 1 sen {uí e Í 1 ^¡1 

-r A 2 SCO {w S l + 

- ' ■ ■ 


Bi ten <«|í + 

+ £¡l SeRÍujjí — g 2 ) 


¡E 3 “ 

í7j se a (íj : í -b 

T C-i £t7T (ofljí + 

4- — 

Sein las de ll e>.: n nü 

supuestas un¿ íLpcrpu-SLCiún arbitraria ce todos jo¿ 

i í? n . 

I, ~ 

íi l j4j 4- -H ■ i 

■ -í- »*4 : 


a a = 

+ a g^¡ ”*■ r ’ 1 

’ + a*®i 



tt^Cf 4- a 2 Cj 4” ■ ■ 

■ + a n C A 


-je|] "i 1^'jlÍ 
+ íi'm ion to„t - <p n i 
+ C n den (<í*é - s). n i 
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Véaw en el pronlenta 2f la explicarifin •• el i>ro«d; míenlo. 


I CAP, 3 



II 

Wj = J7É 

k, - 3Jfe 

Vi z ~ tlwL 

t :E b 2 k 

wt n = 3i?t 

k f - ,k 

- 4íu 

Dcílexidn mpuutn 


4,00 


3,00 


2,00 


1,00 _ 

Fuerza de inercia 


4*= 




Su ! 



Fuerza tüsdíi 

20u s 


IStr 


1M 


4u s 


LK;fi.cj(iíir Hel resorte 

5« a 


5.3u2 


ÉijS 




|>efk¡XÍ0r calculada 


&U- 2 


10.3^2 


l&.3^ a 


lS,3yí 

Déflísiún supuesta 


l s 00 


£.00 


3,00 


4,00 

Fuerza de Inercia 


4,2 


4üi= 


SíP 


lCu 2 

Fuerzo rfíüliea 

SPij2 




2íw* 


16m ! 


Deflexi óji rtcl resorte 

7,5.a 2 


9,7ej 2 


12,&U 5 


IOli 2 


licJlcxiófl calculada 


7,Odi 5 


17A S 


2y,7u¡ 2 


45,7^ 

Deflexión lUpíutaLa 


1.00 


£.00 


4,00 


0,00 

Fuerza de i nema 


tJ 1 * 


4u3 


12« 3 


S4W 1 

1 Fueraa elástica 

41« a 


40^ 


36^ 


24^ 


1 Üeflei i ii n del resoné 

10.2&ÜÍ 


13r3tí a 


IBlj 5 


24u 2 


Reflexión c-ultuládii 


10,35^ 


23.5 nu>‘ 


■íl.SBu* 



De lie 3t¡ 6n í u pxcit u 


1.00 


2.2 


4,00 


a,4 

Fuerzo de inercia 


«* 


4Av* 


12w= 


25.6^1 

Fuerza el iscle* 

43*3 


42u* 


37,6^ 


£5>Í(j 2 


Reflexión del resoné 

lO.TBid* 


14»* 


iS.Sw 1 


25.6ui a 


Deflexión calculada 


10,75^ 


£4,75ü 2 


43.SSu a 


SO.ISlr 3 



1.00 i 


2.30 


4,05 


6.42 
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E.as correspondientes fuerras ce inercia wn 


w I (aij4 i A a*Ar¿ -r 
m a (a 1 # i T- « £ ¿i 2 ■’- 
+ UjCj + 


-r tL*A-T.)er 
+ O^B^UT 
4- a^C^u 5 




dunde m*. mi. . . ,m n son las m = sss dd sistema y ¿- es la frecuencia natural 

Aboca., si d sistema está vibrando con todita los modos principales presentes,, l-M fuerzas de itieríiil >' las corres pan- 
diente* dcflcsjonís son 

-=- A 2 *q + 4- A^}. ¡Ai - A. * — + A») 

m^lB^ + B^l + -f BWJ, (fii+^4- ■■■ + BJ (4} 

+ a< j 2 + - ♦ ■ + c^) t iC t + c a + ■ ■ - + c n ) 


Por tatuó las fuerzas de ¡ncrc-i en ¡3) producirán un nuevo conjurun d 

= deflexiones; 


4- + -■* 

+ 



4- ■+■ * " * 

4- 



+ flíCi/ul* + *’ r 

+ 



Ahtíf * i 




x j — j 4- a¡¡A i/«| 4" 

- t r 

— n^A^o;^} 


Zí] = cr ? (cC 1 £]/a)| T + 


+ 


2: ;s — + ttgCi/oi^ 4- 


' + H^Cn/uí 2 ) 



Empbanáo La* deflexiones EndkadM en fó) cono deflexiones supuestas y ílevando a cabo exactamente las mismas etapas 

de la di tima iteración, tenemos: 

i c — u^íítjA ¡fu* t fin A i/újj 4- ■“ 4- tt n A,/y*) 

x 3 = «■‘{fl í i? L /4£| T 4- ‘ ‘ ‘ "1“ (^} 

i 5 — + o^C^j + * J " + 

Después de r ütraciones, fas deflexiones repuestas Turnan tú siguiente forma gencr■ 


út| — — itiAo/u^ r 4 “ ’ 

■- + ^Ajvin 


ar^ — tü-^ajíí l/lü? 1 ' 4 j aJÍí 2 /^J; , 4 - r 

- -i- 

íí) 

x¡ - 4 - ¿t^C^/u;]* + 1 

' ■ + rtnOj , « 2í ) 


n {<üj ; ¡Ui 3 r /'u^ r )(A| + ít a A^ii^ T /( 6 |.tít r + 

■- 4 - cVVfVúj*^) 


üfn — (a¡ntf^ í, /u 1 ^ r l(jS¡ T a 3 ¿?.ju¡^ f /H[i^ r “ 

■■■ + 

ÍP 1 

lk s = U 1 «* 7 w* r }(Ci + °s c a w i r / ffl i“a r + 

J ’ - 4 - Q a C Il uf r /(i 1 i^ l 'J 



Cnrrn < wg, < - ■ - < w H y e| numero de Lie radones es su fideníe mente ¿rrlnde, O Eí4 que c vaior de r 

es «a número iutlctenLemente grande, la¿ íaioacs ce [jj frectiancija n aturaos. llegan i *er muy peq jíñji. En la mas .irla 
ib los eawj se rtCíMitan menos de db¿ ilíracioites par* dbiejifir si mette fundítmeru*! dd sistema. De modo que para un 
número de ¡Líiidoníi SufiCJCnicincnte cunde. EaS deflexiones ai le tildas en {$í *e convienen en 

i' 1 “ ■ü t A l « ?r /«j" 

¡r a =£ 

=f¡i - a s C I (J 5# /wJ , 

que 5C aproxima muchn 3 modo fr-domcrjlal purn de x-ibra l-L- 6 iI del sistema. 

p^r tanto el método Sintióla converge tiacia el modo füitdamenlul de vibración en un sistema íle n gradas de liberad- 


-V 


Ai 

=2 

= a l ar tr fí¿* r 




C t 

, _ ■ — 


_ * - 
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w 


k 


U‘- i 
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Jfcj = 1 
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METODO HÜTZER 

29i Utilice d método Holzer para determinar 
E*,s frecuencias naturales dd sistema masa- 
resr>rrc que se muestra en l'u Figura 3-4^ 

Aquj mi = ms - fflí = ] lb-seg -/pul 

«W 1 * ™lor« de "**■» ** slítc ™- U j 

■*£ d ***** d* i a rwe^trt,, En se^tln' tfpS» [« ÍStaSlh¡¡¡fl, U “"¡¡T* ÍD|umna 51 *' P«^0 *í 

° si i» I 

qirfi d sistíma trine líbrurióji Kbrc. Si ia fuera total Finjl ¿. H ■ nírna Sfc* ct Sf1tefna sefi ««'. F-Ho se debe , j 

** ** ^E*#í He ti f« Jnd, ZZ ta ** * ipa ' a *** Ja * «* < 



MH 

i 

1 

I 

l 

1 - 

225 

,0 


2 

1 

225 

1 -i r 25 

i; 

a 

4 

| %,& 

-c r as 

ff 

FrccucJI.úi 

£1 . LI fMjciiCJl 

« - 1.71* 



1 

1 

3.21 

i 


2 

í 

& 2 I 

- 2.21 

, 

3 

1 

323 

3.05 

' 1 

Frecu md a aipueíia : 

^ 2 . A 



1 

1 [ 

A 

t 

, 

3 

1 ,' 

4 

’3 


3 


4 

5 


2,2(5 

- 2,88 

“1.&S 


2.35 

—0-5? 

—2.1 U- 


125 

-0.57 


3-21 
-7.08 
5 34 


3,21 

-9,87 

1.47 


a.íi 

-3,87 


4 

12 

30 


1 

-8 

13 
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WMB#fe 0 l^Bi 49 b 8 fifAB 



ÍC: J rl:5r-£i es 
- -J 4 t ]¡j 
.5 ititeriot 
ni ireK sor 
Intfiifl 


aríu puist ii 
i-: debe a 
iría da 


=1 


-¡ 



Por CMsiguiínLe tus ircLuencíaI nfUtiraLes iisn j e = 0, ¡ 4 * — LO, «a — 1,7 rad/¿«. 


30- L tEliZíij 1 ei método Holzer para determinar Sai frecuencias naittrales del si?teiT;£ de 
cuatro masas que se muesira en la figura 3-44* si A = l Ib./pu! v m = 1 Jb-seg 1 /pul. 

v'ínsc- d |)::i^:drmicnrd- ds-dc l l h i¡| p'cibkfiiu 2') 


T saín 


Item 


m 


flu- 


fTecuéiiüia supuesta; ^ = o,^ 


maj li¬ 


li a-H iJÍ 




1 

2 

3 

i 

5 

4 

3 

3 

1 

| 0,1Í 

0.12 

0,08 

0,04 

K 

1 

Ú, 84 

0,71 

0, 603 
O.E1S5 

0,16 

0,101 

0,056 

0,025 

0.1 G 

0,261 

0,317 

0,042 

1 

2 

3 

4 

0,16 

04$ 

0,105 

0,0355 

FrecaettCLisupiaBts: v = 

0,3 





1 

4 

0.3o 

1 

0,36 

0.36 

1 

0.36 

2 

3 

0,27 

0.64 

0,173 

ij.ssa 

-í 

0,267 

3 

2 

0,18 

0,373 

0.067 

0,600 

5 

0.200 

A 

1 

0,09 

0,173 

0,0155 

0,6155 

4 

0,1538 

5 

Tj 

» 

0.0133 





Fíccucncia supuesta: y = 

0.4 





1 

4 

0,64 

1 

0,64 

0 r 64 

1 

0,64 

a 

3 

0.43 

0,36 

6.173 

O.SI3 

2 

0,40 S 

3 

2 

0,32 

0,046 

0,0147 

0,763 

3 

0,366 

4 

1 

0, 16 

—0.312 

-0.04? 

0,74? 

4 

0,187 

6 

■sí 

se 

—G r 499 





Preguen 

lúu juputsin: u - 0,6 





I 

4 

1,44 

1 

1,44 

1,44 

i 

1,44 

2 

a 

J,08 

—0,44 

—O r 47S 

0,9-65 

g 

0,432 

S 

o 

0.72 


—0,664. 

0.301 

3 

a. íoo 

4 

1 

0,36 

-1,023 

-0,363 

—0,067 

4 

-0.017 

ó 

■w 

33 

-1,006 





1 reinen ti a su puest a & = 9.8 





1 

4 

2,66 

1 

2.56 

2,66 

í 

zm 

3 

3 

1,02 

“l,EG 

-3,00 

—0.44 

2 

-0,22 

d 

3 

1.28 

-1.34 

—1.72 

-2.16 

3 

—0.73 

i 

1 

0,04 

—.61 

-0,30 

-fi, 05 

4 

™&G4 

E 

30 

•K 

0,03 






m 



Kit. 3-44 



www.elsolucionario.net 




































































Tj-ÍUc h cur'.,| de las. l.'zCLrieias jU-pLCSlÜi (¡on 
las arcpííLadcs. lid estreno ífjo H t^mo ic rrncsLía .?n 
l'-^ri -M5 Ijs l renuencia* n atújales ¿d sisismü esi 
'Jadas por las interacciones <í* lu cum edh :2 e;c di { 
ciencia. La,s HícLenciás naturales ;on: 

i¿l = Ü.l-ü rad/seg 
**1 = Q.SI r,td síH 
«3 — ¡,45 radisei; 

-i — 1,83 md sí¡g 
Nota: Ló curva na está Aecha ti fesegk. 
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Tahfa iccrnl i 


r-- 





| Item 

U1 

mu 1 

X 


3 „ 
iTJIJJíe- 

r — 

k 


Frecutircía supuesta: u = 

1.0 


4 

—5 

-6 

-4.5 

1 

2 

3 

4 

4 

—2,5 
| -2,0 
i “1.13 

1 

2 

3 

4 

5 

; 

2 

1 

*9 

4 

2 

2 

1 

1 

1 

-3 

-0.5 

1.5 

3.63 

4 

-9 

-l 

1.5 

Fíe 

«icrl«;i 3upu«.,;ji h . = 

1.5 


—45 

30,3 
y 7.7 

1 

2 

3 

4 

-i, 

6,77 

9.43 

1 

2 

3 

4 

B 

4 

3 

$ 

1 

■w 

& 

5,75 

4,5 

1 2,25 

«=; 

T~ 

-S 

14.5 

7.73 

-1,70 

9 

—54 

65.3 

17.4 

Frecuencia supuesta: v = 1 

.£ 


12,90 
—103,44 
154.26 
i i 0.41.' 

1 

2 

3 

4 

12,96 

-61.72 

51.42 
! 29.12 

1 

2 

3 

4 

5 

4 

2 

2 

l 

1 1SJ6 

í>.T2 

GAS 

VU 

i—;— 

-11,36 

39,76 

”11,86 

-40.78 

i£ r S+j 

-116,4 

257.7 

-3T.fi 

Frecuencia sup-iesTa, * = 2.G 

1 

16 

-ISO 

536 

-Ü2S 

16 

-164 

372 

144 

I 

1 

2 

3 

4 

16 

-32 

124 

36 

1 

2 

3 

4 

5 

rrn 

3 

3 

1 

JJ 

16 

12 

& 

4 

X 

L 

-15 

67 

-57 

Ftccli encía sujiuest.i u = 2. 

3 





1 1 

¡ 1 

2ff 

i 

25 

25 

1 

25 

2 


18.75 

-24 

-450 

-425 

2 

-232,5 

3 

2 

12,5 

188,5 

2-TííO 

1933 

3 

■¿45 

i 

1 1 

6.25 

—435,5 

—2SSi> 

-92* 

4 

-23Í 

- 5 L 

L 


-225,3 





Frecuíneiiíupuesu: w 3 ,d 





i ! 

4 r 

38 

1 

se 

36 

1 

36 

2 

3 

27 . 

-35 

-945 

-909 

2 

-456 

3 

2 

1S 

420 

7560 

6651 

3 

2220 

4 

1 

9 

- lBflí> 

-lajoo 

-0550 

4 



= 

- 

■5C 

oSS 
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31, Lji (a figura 3-46 se mucslní un riissisrrtii bifurcado de cuatro nasas y cuatro resortes. S¡ la? masas 
se están rmivicndu únicamente en La dirección vertical, deducir la ecuación de frecuencia, del sis¬ 
tema. 

Las ecua-cifnufi de moviniíiínici esiin dadas peí - f = mo: 
wíü ar, - -Mi _ M»! -*ú) 

TTÍ2 Ig =í ~■fcn.'füj — id —-'í-jll — — I 4 } 

pta * a - ~ *2Í 

x t = —- íc 2 > 

C'im'ni ¡ m r n el orden, tenemos 

J71] i[ -i- (fc a ~ Jcjjtq — íc^ — {f 
17^ iV -i- (¿a A A “ fcaTa ~ = 1} 

Ti T T-n 2*^ "I” ■'■ ¡j Jj 5 Ú" , T -n — 0 

Wl4 4- ^¡Ü4 - kif-i — o 

Ssipongiirno'. qae el hllmmienlo fí UíriúdiíW y 3* compone de moví- 
miemos armónicos se di. Trentes ampUiu-lss ■ Itscycodas, Se ni 


*1 = 

A 

roa '¡^-f 

A^), 

*# 

■o J -4. 

eos (uí 

A ^-1 

x t - 

E 

con V’í 

+ í)p 

í* = “ 


CO?l 

A l) 

= 

C 

eos [vt 

+ *). 

*a ” “ 

c 

CÚS fuii 

Aif) 

¿i = 

D 

CÜS (fc-í 

+ f)v 

i, = - 

■trD 

Cftí ( U3 1 

A y) 

remplazar 

esiss reí 

aciones y 

Simplifica 

r el : 

Lsiminc 

eos 1 



| 4 S ecuíiflflílCS difcr*Dci.itíA de movimiento w cúfivieflefi tifl un conjunto de Kijt. 3 - 4 S 

ecuación fe» algebraicas; 

(ki + fe f - m^)A - k z B = 0 
—í^A — (fe £ — icj A — k-¡C — k 4 D = 0 

—k^B H- {kz — wi&rfyC = O 

-tjtf + 0 

de Ion cusios si obtiene la eru ación de frecuencia al igualar a cero e¡ determinante di los CGeficiente He ,-J, fi, C y £3, 


lA - ! + /Cv — Hijo;”) 

0 

0 


(írj -r + V, — 

”^a 
—At^ 


0 

[ki ~ 

0 


ó 

— 

O 


- 0 


OeRaíjollando A determinante y jlmpliñcanUo obienitriiK; 

+. *í +t » +í[ i 


pn a 


Win 


— A -r 

Tftj 


f + fr.,fe 4 — fcjfei + 
m|in®2 


A 


■m 2 7r^ 




j-_-o A' ^ ~f~ !¿ |-¡ ~í x Jts*4 

A —- +- 


■Wt4"*4 


mjíW.t 


^4 

J.v j ?! 4 


kj t^íij A k^k A k jAi.j-ki ¿2^3 ^'íi í^i 


MlWUJn-j 


k.kJi.k 


A 


Tír-m.iín! 
Mí^a A itjit, - 


istálrf 


a^-i 




= 0 
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Utilizar el mécodo 


que* Zr7tr a Snm !o fr — ia l“ndam«ntiil del 


——-mw— r 


[CAP 3 i 


sis tima hi- 






te 

—VMVWH 


Fiff. X-47 

*" ^ dt 101 cm!í ™ -^r ucnQs “ ?-■ - «*«. * *«* 

-1 r- -! 

“u"®! ffiaWíj ¿2 í5 irr 3 * 

— üí ' , ^¿í^í 

_ ■™'ai! Trt -I I JT.^ 

doi,de «n = 4i u = = 1/7*. a±l - I/7it. 2= ím§ k „ h = .¿¿T 

y m¿ -*- 4m r m¿ y ?JI m* . 2 ík. ~ " 2,1 ®íi “ "JJ “ J Iffft, q¡¡3 -■' 12/$5A, 

templando eeíím vitortf. en lu ecuAClún* dg dcile>idn, otantrno* 

r ~ "? r. i r n 

i -V_ I 


■J 




X 

r ; 


j 


ír. 


íjN ^ 

H " 


i 4 3 2 

4 7,2 2 


C^£ ín « el pro**» Jr«at¿v„ auponiendo vn m ^o fátufoín^tit 
Primcr;?i ¡icrncsóri! 


3 4 ’ 8 J L' s J 


i 


°’ 4 .. I * 

0.6 1 = teíü 4 

7A¡ i 4 

I 4 


H-oj 

Segumta íKfacfín 

0,6 
0,9 
1,0 

íeLOíí.i ltL“j,íi6j, 

| ÚJ I 

I 1 + 1 ' = 

L iú J 

Ciiarti iteradnrr 

o,a^ 

1,32 1 
LO 


a 2 

7.5 2 

3 4.3 


■j£ 


9.4 

0.G 

J.Gj 


r 


— *r tA I r. 


5,4 


r 




7.9 i - 


L s - a j 


7k 


■ (5.2) 


Ü.60 

0M 


L U>0 j 


jt- >.'■!■ 

ik 


L 


j j a 
4 7,2 2 
5 4.S 


¡Jhft I 

“ÍT 


L 4 


4 3 2 

4 7.2 2 

5 4,8 


L“j 


1F 


4 3 2 

4 7.2 2 

4 3 4.8 


0.6 

J 0,9 

L 1,0 


r 

o.a 

1,1 

1,0 


r i 
o.e 

1.5 

1,0 


W“J71 

TF 


7.1 

10.9 

l 9s j 


= ¡¡§5(9.» 


. r 8,s 

wl - 15 ' 1 

I 11.3 


L 11J j 


73: 


Qi a WL 



(113) 1,16 


I 

[ 

iH 

i 

í 

í 

i 

t 

1 

<<; 


„ ^£ít[ | 


r 


" 0 , 8 ' 


fl.B 
13,8 

! l1 ' 6 


W^ÍU 

7F 


fll.6) 


n 

9,70 
1.19 I 

1.00 I 


* 4Ü *** I u>, ^ ^ ^ r™ 

jikicIo tfirf. aproíijnsdamcQte, r l.OD 

0,0 

^(11.6) 


o.a 

1.2 

u> 


1.2 

1.0 


i *>'«:■ ’i){l i.Éi V par nata «: = 0 , 7 » ad/seg 
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33. Utilizar El método Slodota pur;) determinar te frecuencia natural más baja del cinema bifurcado 
que se muestra en la figura 


Jehová te bendiga! 
tAI> 3] 


lAD 


ID? 


i. 

í - 









N*. S*-IA 

Vdbir en tt prübldpts^ l£i ]j <eij'lnifiLÍín ücl La J.íj StodolJ, 



k, = ?!c 

w, = 4w 

3 

II 

4' 

nt 2 - Sin 

t 3 = Si- 

mj = £í¡a 

ENíflcxión Supuesta 


1 


1 


1 

FibÉL'/atfe inercia 


-tu. 1 


3/ 


2/ 

l'íiírza dánica 

M 


Su* 


2/ 


Deflexión rc| resorte 

1.3 / 




04/ 


Deflexión calculada 


1.3/ 


w 


1.7/ 



1 


i;46 


L31 

PeJk¡üÉ¡n inpuesln 


t 


1.4 


L3 

FLerv.a de ■¡ T ".srda 


4a. 2 


4.2/ 


2jG/ 

1 ’i.erza dioica 

lO.Biü- 


4,2/ 


2.6/ 


DíÚciuúii det reíd# le 

1,64/ 


034/ 


Ü,&3/ 


Deflexión cnücuJada 


1,54/ 


2.38/ 


2.06/ 



1 


134 


1,34 

lletlcxinSa supuesta 


l 


1,52 


1.34 

Fuerza de ineráa 


4/ 


4,56./ 


2.63/ 

Fuerza el asnea 

11,24/ 


4,56/ 


2,63/ 


fJe-ílexi.dT’ del resorte 

1.01/ 


0.92/ 


6,53/ 


DefltiuOji cfltyulnda 


J.81b= 


2,03/ 


2.14/ 



\ 


IM 


1 -32 

Doñearán -.gpueril 


í 


l.&fi 


1.32 

Fun 5 f £3 di iriírda 


4/ 


4 ., 63 / 


2,54/ 

Fiferzi dá£ti;s 

11,32c/ 


4,68/ 


2-04/ 


rJcflüt'ón del resorte 

1,62/ 


0,03/ 


0.53/ 


Deflexión L-aE-cul ü da. 


Lflfiul 


2,65/ 


245/ 



1 1 


1,&7 


IM 


1 -i dcíltfniíin ^uputSW en «te FlTilí*. 1.55 . ís muy próxima .i i dti-edórs calculada Pnr cpniipunen te e! mn«In 

Í_3_E2_ 


a.JOO '1 

i B7 f !& Frecuencia natura] irás bíija se encuentra de 

Lisa. 



principa! fundamental de vibradla está dadcí por 

£1 q 1,57 i- 1,11} = (1,É5 + 2.Í5 + i, I 5) u ’ a u> ™ 0 h 7!? v 1 /m rud .-'seg 
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METODO DE LA 1.VÍPEOANCIA MECANICA 

34. Utilúar el mitodo de la impedanda mecánica pa, a encontrar [a ecuaciin de 
irecitcncia del sistema mesa-resorte que se muestre en la figura 3^49. 

Las impedancias mecánicas par» al «, 5neJ I, ml „ slm * f _ MU , «, peniv|lm<]1 , e 
Fara el empalme J£ , r esta qtiedü: 

+ 4k — í]??tur’)3?j 

ÜZ£*** ** 4t *" c “~ - ^<>“ — «*• - *.. - 

{tib + 4k- — 4 ^ — o 

AiíAísgiimisiiic, putei el empalme xi la eLiu^diin es: 

(slí,- “ 2i. - ÍPrUd')^ — 4ÍÜFÍ — 2 Atk 3 — D 
de ,Hc “I/íjí , 2kx 3 son los lérmínos d? pc-ífídn 

I^ra tí empime j;,, la ecuidóit está dada por: - 

(2k - Zííi«^r é - 2k¿ 2 = (¡ 
i_-j.rnbi.ii el ord-dj] í£e Ib cuunddjí pa;i obtened": 

(10A; — iJij*., — o 

- 4fcf ¡ ^ í«A: - - 2fee 0 = O 

—2ky,« - (2 k - Sítilo-= O 
ÍO' eociitg Lijen Le la ¿diadin de fren: uejtdtL eitá cada por; 


~ik 

o 


—4k 

i$k - 4«t*rjl 
-2Jc. 


O 

-2k 

(2& — 2tyu¿Z) 


= O 



4«i 


1 


:zk 


Fle.3-Í9 


CD 


>- 
■ : "t 

Á 

M 

sfe 

'Nf 

-Ji 

11 ■ "" 

9.1 

i : U-t 

r-j 


#- 
r ' 


3 n U . l » 1 m * d0 d f a .' m P edancl;1 "'«única para determinar 1» vibraciones del estado estad, 
ano de las masaa dd sistema que se muestra en la figura 3-50. Sea k, = 1,1 Tz T= 

IK,pul. c, *=■ c i - c, - c- J seg-ib/pul, Ml _ m , = m, _ i lb. sí g=/pul y „ = | rad,.^ 



H’í£. 3-5Q 

Escribí mAj k tni^nriá y k 4mp(Uud pitra el empata» *obwtieflws; 

L l d á" 2 -r íí j oj.)jí 1 

y [pstér mirtos de pérdida para el empa lm ejf, son La, 44^ iwníprp, I, primer» «eran cldui» p. r . 

■:,4. t + - W i4i - Íí¿j - - Á 2 tr 5 - ic^x. t = jr u 

Similarmeiitr, lis ecuaciones flnra las empalmas jc: y x íüti: 

tk s ~ *, + f!« + .e, u - «sJJ*, - V, - ia v x l - V, - = o 

t*s + «1 - 1»JU r- _ o 

ñsmpCfiiafldc: les alores fodoí en f„ ccuadcuss de movimiento, cbtntopíi, 

Íl + Sí)*! - a + *> a ” F* 

-(i + + (1 + 2i)x, - D +■ 

-(1 + t> s + U + íí)í a - a 
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fie:u!viendo por Ij regJü, de Cftimer, 


*1 = 




= 

OEjuFrolJtndo taá dcrcm¡in¿i,h!es obren ern«s: 

3. 


n 

-a + o 

0 

0 

[1 + 20 

-a + o 

0 

HI + 0 

(l +2-0 

(1 4- 2t) 

-(l + i) 

0 

-fl + tj 

(1 + 2t) 

-a + o 

0 

-a + 0 

a 4 20 

a+20 


0 

-a + o 

ó 

-<l + 0 

0 

Ó 

a +20 

a+2:1 

-a+o 

0 

"(1 T í) 

(l + ííi 

-u + o 

0 

“(1 + 0 

a+2¿) | 

! fi + aí) 

-a + o 

F* 

-a + 0 

a + 2 o 

0 

0 

“íl + fl 

G | 


a + 2i) -a +o o 
-íh+t) u + 2¿> hi + í) 

0 -(1 + T> (L+EO 

F 0 {1 + zm ’2Í) -^(1 + i>2 


(i + a?} 3 - a + zoa+- u -f- 2oa +1)= 

F ü u + 0(1 + E 0 

(1 + 20 s - (X -r 80(1 -4* - íí + 2í)(i ir i}S 

Fq (I + 

(1 + 3Í)4 - ¡1 4- 20(1 + O 2 - (1 + 20 fl - t> 3 


La ctLüdcn para t se redóte a: 


FaO -20 


13 F r 


(3 + 6i) (-3+£40 

p or COJlE-iguicnls e| valor numérico ríe la JTTípIjSuíl dí x «: 

15 n 

. r " O.Fdí’u y e] án^ulci de ¡fase £ = Un -1 (2-if- 3) - “flS.Í 1 
AaT que l¡t r-jijaicám dd estado caLüaunarLü de lu masa ir: i K: 

(tiíf) = o, 54 F 0 «m r^e - 8.2.0 a ) 

S= pueden encontrar es presiona análoga* para las masas ms > m 

¡r s it) — O.iTFp. caaí«f - 

a B tO = 0.23** cúh M 


PRINCIPIO DE LA ORTOGONALIDAD 

36. Demostrar que el principio de la ortogonal i dad se satisface en el pro brema 8, 

ftl:a sistemas Úa tres grados de libertad c| principio de h orlQgOtiaIr-J.Hd pídete tseriMfwr: 

TTt^A | A 2 TíftrlS J £ ~ ^ ü 

— 4- tn^C^C a — 0 

ftiiAjAj + m&Bi + itiiCjCi = 0 

donde tas m son tas masas y las ✓!, Jas 8 y la- C son lu¿ amplitudes cg vibración dd sistema. 
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VARIOS GRADOS DF. LÍBERTAD 


ÍCAt> i 


t t Wíj 


El Jnmrfmiento feric-l dcJ probkma «¡. 

= £ — i sen fí + nr/stj r J. 

^ ¿ SCri (ya f _ 

*3Í*) = J + i sea (i + t / 2 , + J| 5fn (V 5 t + r/a( 

RempJ.L/jndu leí líorrespflrtificniea ^ntala..1. ■ .... 

P fc T,brlQM * ta •»*» te pwtf? de r. 

+ mq)Q) = n 
~ i 5 • í 1 ' 1 ** (O " + m I i) [4 zz o 

C ^ + 77tí ” ¿H t) + 'mí ]) (¿) = c 
" ^ * PrÍfK, ' pf ° dc !a ^^-a] ¡ d a ds CS a [1 ,f, CC con ipteEaínínt , 




Problemas propuestos 


* tsass-gg^r ■ —■ - . 

B**P‘ Í| ^ SÜt^ - Jfeflj; — ó 

im fz - 2k* £ -k^ - fcs¡ = q 
*a ~ - k6 j, = O 


3-51 


''I*- 3*52 


Ht 3-53 


Josué Arturo Cedeno González 
Ingeniería Mecánica Industrial 
Universidad Tecnológica de Panamá 


C ^ reu ' ar hofti D£ÉGeo de mata total .1 f \ ridro 2* tmf, 

Ra ° + 'V® 1 * 11 - í a - e - a m,¡ „ 0 

"? T 2mJ + 4 *=*s + 2i Üi - Mí i* - 6***, = o 

™ ^ + /¿¡¡tj — sa ¡ b * 1 -h afr 3 ^ - o 

3, ‘ “1“'“'“ del sistRna , ut ¡e 

inu^ird en Ir IT.|1ji3 3-5j 

* !, r- -i = «¡VEK, us = I.47VK, 

«a — rodjMg 
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V \ K U R A DO i DE LI líL R.T A D 


m 


dO. La i.-flnítmic de cEnsíictdnd equivalente del v‘nlad¡E<j ti K * 10 Ib/pul y además k m J ib/pul y m - ] llj-Kg'/pul. C*l- 
¿IjJíix b fbectcnojas Aalj:=Jés del ■uiie.mi. que ¿> kl'.ísItü -n la figura j-.i-a, 

Reip <ü] “ J,lti, u-.j - 3J4. - 3,fi2 md/seg 



■2k 



FJi.a-H 


41 . CitlcwUr Ih* frecuencias njiaraiis de una viga ¿im pichen ;c apeada dr lüiigiiiui J, tjnu ti rae suteuii 
5 í-Ij tres masas -gcnKics* a ¡guales (Sita ocias. como ss m cus ir a sn la figura J-5?. 
ftesp- 4i] = A&T'JEi/mL 3 , a,¿ = l$^EUmL* ¡ ^ " 41 ^EUmLP :ad_±cÉ 


42. Determinar d movirnieiLLu general de! sistema que se rrue^tni en la figura 3-56. 
R-z-sc. ac ± i£) = .4, :;er ; (yktm i -t- p- ■ + A z stü (v'3&/fli i + => z ) — A a sen 
aí 3 (i) $A l na {•/k/mi i - A i sea {\Ük/jñ i l- <¡¡j a ) 


2k 


mt-r fal 

fruí} - 4, -ien i v'fc/ni t - .j-i í - íl, «u í 4 -¿.j) — .4 - san {V'iüf/m í 4 *.l 


FJg. 346 


*3. La ligara 3—J7 ptaenira una fUeria de excíudóa fu sen Aplicadla al een.ua de moia del iUwmti. D*iet;rvin¡*f Iu amplitud 
de la r»pue>;a de| «inrio =stacuario de 1: primera masa Jel sisierrü. 

^ 4 _ £\k{2k-^-) 

etp. x L [ > ^ _ jWmíui4 + - 4*¡W 



44. Determinar tas frecuencias naturales deí sistema jnssa-rc&artc que se muestra tu la nguiz 2-ik m = k = l. 
Rasp. uj — 0,62, ii¡4— 1,1 y, hjj — 1,62i íj 4 = 1,9 rad/scg 



Fíe.a-5a 

45. Calcular Jü J'rcLJtncLii ntiarales de ana viga sinipSemenLe upo>ada de longitud L que llene aseguradas cua l re masas igua- 
iis a distaneias iirualcF-, corvo ss muestra en la T :ura l-i q 

Resp. »-| — 4.97 El/‘rr¡L*, í= iS.fiv ¿7 /wíL 1 , uj = 42.Lv'ff/ínL 3 , ki* = 5 5 . 4\WíJmLA rod/seg 

- © 


mt 


Fiff. 3-50 
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VAft!°S GRADOS Dj£ I.JEEHTAD 


COERCI ENTES DF INFLUENCIA 

Enconíraur tos ««ffideotcs de influencia dd slMcma , 

*li = X/ik, ^ = 1/14, fta , t qi,C nul ^ ! ' 4 ™ J-w. 

f'“tecina/ tos cedí™nle-- dé ¡nfhencii del nutm* - , 

¿te?* **=p= y,rz=v¡r se ™ ** ja *■-« *<- 

° 2Í - *21 = 5/£í4 t fl£a - 5/ 6 ¿ 

oj- = l^Sfc t 4 K - 5/tí k t * HJ - u/fljt 
-IS. Una viga ■íiimplmüentr apoyada efe tondLud / i■,■.„> t , „ 

****** cutio £C mués,¿a « 5 figura 1 e “*> * blandas 

*» -II - UMftw ^ ^ " a/ “ fc 

-íi = &G7£¡i/ZB6CT 4tt**8ft¿W6ff/ "** sí-m!! 56 ^ 

d,, - 9 -j i r a ^ p r ” 1 * L <l & = J . «W/2SS£7 
ai - -dS¿ /MíiSf * 32 = = 3Ws€if/ 


FSff. i-flo 


Ffff- 3-61 

MATRICES rr #’ Í**Í 

BmI» el roblone 5 _ Eor cl mil!¡<io Kllr|!¡a[ 

W. Delcrminar i. 1M ,ita *«*, *J t . ílem3 bifetad0 

2“ * ?“'T S:j «*“ «!• iCüll.. w., n, «,**. 
naa« pfincJfaJ«‘í 

„ k/K "21/5m Ji/iml 

***■ íd = -*Wn 34/ffl , 

L O 2A/ m 

7 J I ■- C,SííJ! t - Ojl3í a ~ Ü,Otí_r a 

P ~ = D ' 2j! í + 0.3^4 Fiff.S-flí 

Pl -0,36^^0,13^ + 0,14^ 

* ““ “ ......» 

“ *" - “ ■——.«..... „ 

METODO STüDOLA 

•* isaan 4 »>y*lb.«í«SSaí!*t l 1 "!I* w »«„ „ ia Bfm m 

Resp, u, - 9.7 rsd /ítg i " /pu 1 1 píhCrú ? CÍJ ín W y üws m jadío Je giro de 6 pul, 

“■ ¡fcjÉKTSS asa a r ."/¿i. , r rr ■»—.•».«... 

*«A «-í,6k.d/* ( 1,1 (3 * S ' - J - k t -¡■1‘t -Slí/pvl. * 


Fík. 1-W 


¿¡LJ , 4. 
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varios gr a nos dp: libertad 


113 


* ?! Í 5 STr - 7 41 *?é s r ,a - %*■**• 

í, - loa *- «0. , = 5,25 V.dAs P “ l ' Ib/r “ t *1 “ *• *» -« WH »' - j Ib-sea '/pul. 

* y u ";™; r r“ 4 T!r° * T aeil ? da 1 lra m **.—* —« »* m m ^ m** 

i,T.Tm ^s*ssííss¿ asa? ra cr-t^r ---«■ 



ÍT, ^««IS'»«ni*mis>-ríMrMsu.wm[iíirmai lalímii wa.itiLj.iiirariodKlssfiecuindiii.si t, =A. = o k, = k = 

- «, y m. sffljsiHj =vi 4 - m & = «t. ’ 3 

^ = ü ' W£= 5,a ® «« = v&; ^ = 44vI7^ r uig, - 1,73-v^ ««= irnJktm 



P3/.3-fi8 


S&< L titile método HoJzer P a r3 detamuw las ttogotifes Plurales efei sistema ma^-r^ne t^c 5t mam en la figura 
J-6B. ti - 0 y [Qjüa fes dcmSj euimimíi de efesifcJífeilAun iguales d *; tildas las ma«s sur iguales a»j B 

^ “1 = O^vWm, «2 = 05IV>/w r « a = U4V#m r = 1 Afrfkfai. 

1 5 '■ 1,77 V^/m t u, = I^vET rad/seg 

59. Si todas las títamm de dM!fcW«í wn ¿guate a* y lodas l&irnssas Sfl[1 «*& cflCütitnir fes fracuciidg< 

dsL Ki-HCmaque* musas ra en la figura *&, r PSÜPg 

^ «J = - J s - kSíVX?*, ^ = L25V& ^ = lM\ / k/^ tj 

w a - 1 , 80 ^ 1 ;/™, *íj “ l.SiBVAi/m mhí/ím 
^ c; nfasrar c resnlEiío del problema 5f } por mtijin dd mél"d<? H •Isi. r 

SISTEMAS BIFURCADOS 

6Í. Suponiendo que todas las superficies en, «fl Latín parecen de rotam lento. encuenire los ooefieienm dt influencia det ri*. 
tenpa que « muestra ¿n fe figura 2-$$ r 

P '■iti — «tí “•' t f t Ata — Uto, **at — V/Aij *32 “ Ifeki it-y — l/k* «a! = 1/ie, = i/Jfc. «-. = 1/jfc 




fil, DcTúratinjir tas rrecuendu* de Q£cilae.4n dd slítema i-ue se muestra ■:□ fe figuri 

fifjp «i — O r k'j “ y/tt/m, " v"í3 k /Jvt rad/íca 

á3. Dcdurir fe mmüte de frccaenda del sistemo que Se mu«Lru nt fe figura 2-7 por el tnéiodfl tk Id ímpedanun meefiniea, 
id, Demo.iTrar que e¡ principio de Lo ortogomilicad para sistemas ce n grados <te libertad puede suprcsa/se como; 

q * 

2 = P 

E« i 

donde Ai son w amplitudes de Atiese* en Los modo] principales y r y t ton los modos principal« del simama. 

65. Verificar d movimiemo|e^li det sistema que k da en e| probkma 42 poc medio del principia de h orLoflunafidíid. 


Josué Arturo Cedeño González 
Ingeniería Mecánica Industrial 
Universidad Tecnológica de Panamá 
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Capítulo 4 



Vibración torsional 


■ 


INTRODUCCION 

Vibración torsional es d movimiento angular periódica dz ejes dástJcos que ticriua discos rígida- 
mente unidos a dlus. 

Debido a que hay semejanzas muy estrechas entre las vibraciones rectilíneas > las torsionales. Ig 
teoría y d análisis explicados para las primeras, pueden ser aplicados- igualmente para Jas segundas. La 
tiguien Le ubla muestra las ana logias existentes entre los dos tipos de vibración 

tji::i¡n¡¿í-i cfl(|-c Jj. hihfiLutún rfílllínCii )' ti [ociirmil 



VStradéfl 

rectilínea 

v¡ (¡ración 

toriiirma. 


Sírnhdo 

U nidid 

Símbolo 

Litidac 

TLcjfijra 

t 

se? 

í 

se£ 

Des plaza míeme 

X 

pul 

5 

rod 

Velocidad 

£ 

pol/scg 

í 

íad/seg 

Acelcndón 

a? 

pyl/Mg j 

V 

nd/sía 1 

Coríjanle <]As1ic-i. 

k 

Ib/puE 

K 

pifldfcfrad 

Coeficiente He vmorrrc. 

a 

Ib-seg-’ptil 

Tf 

puHb-scg.Tod 

Factor de amurtiE. 

i 

adimsíisiotial 

i 

adimcn-sional 

Üüsa 

m 

1 r pul 


.b-pul-.se^ : /rad 

FuBfUJ: u momcfitd 

lorsiorrai 

F *= m* 

Ib 

T - J* 

pal-ib 

M run tiltil 

BtK 

tb-s.es 

J¡ 

pul-lb-ííe 

ím pulió 

Ft 

Iti-itS 

Ti 

puMb'sng 

Fneipin; cinc Lio 

¿iriB* 

th-pul 


ib-pul 

Ericrjía potencial 

4*¡d 2 

Ib- pul 


Ib-pul 

Trabejí] 

/ Fdv 

Ib-pul 

J Td$ 

tb-pul 

¡rcfi-ienciH ni tumi 

a„ = ifkfm 

rad/«g 

W-q = V > '■ ' 

rfld/se* 

Ec unción Je rnovj miío 

7?!-Z — ex 4 iíü — iFq ¿Crtúlí 

Jft — tij — Kf = r.j scsiwí 

Cnndfdrtnes ln¡Lt.T|ci. 

jft 

11 

H 

í<0) - 

í(ó' = &,! 

f(0) = 

Re5tpjtiLj\, triimitorijii 

X r - ten (y*í - 

e_ - A t> : ' J v «tj + iJ) 


- V 



íLespueitUi Ur¡E 
•pitado eütac^ünüriCi 

í p = „Y neo (wt — p) 

S p -- ven í.míÍ - ^) 

y 

*0 


íp 


VW- 


V(K~ 

- +- towp 


I 



Josué Arturo Cedeño González 
Ingeniería Mecánica Industrial 
Universidad Tecnológica de Panamá 










































Jehová te bendiga! 
CAP- 41 


www.elsolucionario.net 

VIBRACION TGRSEONAL 


115 


Problemas resueltos 


1„ L r i düco de momento de inercia J ¿sLá unido al extremo inferior de lio eje verdea! elástico. Si la 
rwp rfel eje ti pequiña y ü] eje tiene una rigidez tmionaJ K, deducir Ja ecuación diferencial de 
moví míenlo para la vibración torsión u! libre del disco. ¿Cuál es su frecuencia natural? 

de li nií-rjEs; 

Ls ícmllgu ración del ásterm puede determinarse pür h cantidad de misión c3c[ eje. 

0 Sil pl': el -Idilio í. oimn « iadiCa en U figura 4-.. Cono e! (Haca esú rioiasni Aurft 
) i ii.'dij i extremo i el ei?. Ih poste, ó i) ungular del d ¡-lhi en un insU.iLc cualquiera *.,48 lJj. 

■da pur si ¡ángulo *. 

La ínersÍB ctílótkn de! sistema csjfl disda por 

&c, - jjj« 


y la enerefa poiencial por: 

.Ahora. , 

d 


■mm + mi * • 


L.P. = ih '! 1 

o ¿es (J J? é - K$b) = 0 


tf, L = i/K/j ríd/wg 



puerto ^iíc a mi ei siempre igual u cero, 

■f fl +■ Eé — O y 

Lev iIl’I morí miera I u dt* NtiWEcjnr 

Dctidu a qus el eje m eiüüLiíV!, él rttftSWnW lomtoflül ejercido p* d eje sobre d di seo debe ser píopurcioiul pem de 
5 -cp: i d o — pu mía ¡i I -ingulo- dé torsión fí. es ded r, 

Jé = ~A r fl O Jé -■ Kfí - O 

di-ndc A es L íigidrt l,... dou.il Jet cid. delta ida .:>:rü& ;l inumenlii ítiniom ::e,.es¡iji.. r»ftr. : proditíM un radián de torsión 
expresado en nui-lb. Portáis». 

= ViW nd/sog 



l~1 


2, Para determinar ei mcimento de inercia de un 
vola ote se colocan des pesos iguales sobre uno 
de los diámetros del volante, a iguales distan¬ 
cias del centro O. En veguldn se miden Ius fre¬ 
cuencias imurales de oscilación del volante, el 
cual está colocado en el extremo de un eje clás¬ 
tico, con ios pevos adido na les y luego sin estos. 

Deducir Ja expresión del momento de ¡merda f 
del volante. 

Para vibración Lorsronal libre la frecuencia náiurjl esl j dada por: 

¿>j ™ JG/Jh (rad/sípj- 

•JoT.d'i f e> s| JitüttjfnLtf da inercia ce La del volante, expresado er pul-Jb-seg 5 , (? í> él módulo coreante de Casticidad. 
J es «I rpanicpl-5 rcLtíhKmul* c!« inercia. tifl pul' >• l c¡« I.. Innyitud del t;t 

Guando íc agregan voü üns pesos. Cflmo ic indica, ij freelleTida natural se convierte en 

«1 = JG/lI A 2mi*}L 

t.nnparjjido iat üus frecuencias aaturalfts ohle^srr.os' 

* _ JG/JL J+W* 


Js donde 


JÚ1{1 \ 2mr?)L 
Siíir^í 


/ = 


tu* ~ 4) 


püldb-ie^- 
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3. Determinar las frecuencias naturales del sistema que se muestra en la figura 4-3, suponiendo que 
la maáü dd eje es pequeña comparada con las dcloi rotores. 


Jt 




K 


(*) 


M 


¿fu .*1 

i 

'■J 


-A 









t'c’-H 


1 

í. 


tW 


fí e . a-3 


Cuando se aplican momentos lora i Males ¡iguales y opuesicn a Ins das rosarci y se quitan rcpcn^Fi-nmenít, é*tos íje- 
cuEiFán una vibración icnsicmal libre. Les dos roteres se mueven en. sent i-dos opuestos- 

Jíeun tf t y j^Ilk Angula* Je rouctfn de En* rulares A y (f, rejpeciivameitM. Aplicando U ecuación de momento tur- 
sional. las ecuaciones de movirntenta están ¿latías por: 

J l S l + K<0 [ — P a ) = O 

/ 2 fl 2 4- + = !) 

Cunde K e¿ La rigidéír [úríioniií del eje y / y J- ion los momentos nasa Ce inercia de los rotores. 

Sapo&ga que el mOVLntjciilO es peri j'J:Co _■ CSL -1 COilipu ri&Lil de jnuvimieriL jm armónico* de dijeren te ajmpfitddes y -li¬ 
cúen ci as. Sean 


flf*. = A sen íitf + y 

ss = B sen y 


tfi = —«*A sen i>r +■ 

■= — lAB SÍTt (u( 4“ £>¡ 


Remplazando esto* Vitóte* «n la* croa in unes d? rni■ ■■ Írtliííta y limprírieüiiíló, u h Lencmti* ■ 

(K A- KB — O 

KA + [K—JgtAjB = O 

Estas sg n ecuaciones algebraicas liueaLTneTiLe bomoíéneas en -! y S. La solución j-4 = H — O S«iílllafflente dcNnc 
I» posición de equilibrio del .sistema, La otra toludóti se obtiene Igualando a cero el determinonic de ios Mcíldemcs de 
A y ñ. es decir, 


{K - 

K 


K 

I K - /**=} 


= O 


Desarrollemos el determinante para obtener lu ecuación Ce frecusncis u’TuAín/j — K(J | + J*)l = Ü; per tanto, 
ui = ó y y¡¡ = V'A'(J 3 +■ JAJJ V J-z rad/set? 

Las Tazoaís ce amp-litud a obtienen de las ecuaciones algebraicas y está" dadas pon 

A _ -K -[A - J a y) A a _ -KJ, 

J Bo 


J « 


ff (K - 


K 


KJ, - KlJt i J¿) 


r i 


La forma de( ^e^undo miidu csia diheíada en lu fljiuí4 4-J1-6J. Fn d punm nod.il cE e-c esid Inmóvil. 

ü)5 frecuencias naturales tamiiién. pcsdsr encíiüirarse directamente, re-solviendo slmuEiáricamcíití las ¿os eevaciü- 
jilJ de JilOvimiento. Multiphcundu lu primera ecandón de -íivsm(erno por >■ la ScgüilSapOí J i, étitenc-mOi: 

JjJ = í| A KJ 2 (*i + J 3 j - O 
4- KJ |{i# ( H- í¡¡í = O 

Samár,dulas tenemn*: 

j y¿ií i?j +•■ ¿tj) L i- K{j y ■* 4- íjt — o 


y por Lanlu. lt 4 — \f ¿CíJ^ — racl seu. 
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h 


L, 


(í t 


■p^j ji i. ■ ■.—- 




1 


i 




Fíjf. i'i 


4. Un eje J¿ acera cali compuesto dt dos ejes de 
Jüngmideá £ l y ¿i y diámetros é/ i y d:> como 
sc muestra en la figura 4-4 Encontrar el eje 
cciuiira]¿rué de usté eje de acero. 

. El ffE equivalen Lfi '■* H-:J;nc cu til o W ti fije di: tangí: ud 
L y diámcEíO ansLintc d que lisne ¡a misma rigidez tordo- 
íiyl A del eje dado. 

Ccmuidemnos in accHAn freída P g; u» momento lorub^ii wp]krtv m u.i extremo del ojo dicto, ti mamen» torio, 
raí « trasmitirá d<*dc el extremo de¡ eje efe diámetro d , hasta d extremo del eje de diámetro di a través del punto de unión 
Cítirc Eos do.’, ejei, ti inguta Loill de torsión de enrió d eje está lIílIu por 

fl — í t (ro. T 5*dn Jel sje cíe 'áulmiLrrj di] i ff.-ítoraióo del eje dé diámetro JY) 

%2TL X 32r£*j 
tr^í? z^C? 

Uondc r Cid iUOcnentq torsleJial aplicado y C el módulo cortante de elasticidad. 

í I ángulo tOUi! Je ionión de Lodo ei sjc puede íXpret.trsé en me 

33 7 1 

xGíi? 

Por cojisi guien ls c[ c;e ccai valen Le ss un eje de diámetro constante J, y longitud (Lj -r d*L.;/d$)a un eje di dLáme- 
írci constante di y longitud (L 2 +■ d]LJdl). 


'[ £»i 4 \ i ,.., 

0 

™ t _\ 2 + í ±. 

^ J 


- 0<!1 - 1 . 


5. 


Determinar la ecuación tíe frccucricia y e] mo¬ 
ví miento general dd sistema torsjonaJ de dos 
grado* de libertad que se muestra en la figu¬ 
ra 4-5 . 

Sían 3: \ •}' les desplazamientos aitguíaies de los ro¬ 
tores / y J'. reapcciLvamdnte. Ajuicturfó La ícundón de 
momento torsionut 54/ = J ,?. obicnemos: 

J, V t = -íTjíí - íf-gf tí ]_ - fí Q \ 

-3 “AjfúS — A'jtí;, 

i. junfeUnita el orde.it, Lim eciudotscs ¿z mem mi circo sí convienen er„: 


l K ' 

Ü5 

Kt 

P7* 

K, t 


¿íQ 

.■■■■ ■,’ , 

■*. - B ■ 

.. 1 





J* 


fis.4* 


“^| P J b {A j 4 " A-j) (r j — jRjS; - Ó 
Á ?n + (A r - 4- K¡|)P 3 — Ají 5 = fl 

Supongamos que e| mevimiento ss periódico y se compone de movimietums ilmómoos de dikíéntH amplitudes y f#c, 
ecéncins. Sea unt’ Ue estos tuniponem¿*: 


3| - ei CüUS(*tí 4 

Sj = B cñs fu í 4- 0X 


íj — —íiTid Cüü (d¿ + o) 1 
= — urE cpg {w-t 

donde A, B y <j> sotl constantes arbitrarias y u es lina de las frecuencias naturales de] sistema. Remplazando estos valo¬ 
res éis Sai CCüldoOÉS de movim ten tó. obLCnimOs: 

{/ííj 4- K : - Ji»-)A — Ü 

— ^2^ “I" ■ íTj; 4 — i/r.E.4)ij = i] 

Estas son ecuaciones algebraicas lineal mente hotítogSEteas en A y B. La solución A — ít = () ampíenteme deline 
lu contfijetón de equilibrio dcE sisicma. U otra solución t.e obtiene igualando n cero «I JeieTmínantc de ln¿ ¿uefiaemes de 
A V B. es decir. 


(Aj + K.y — 

DesurrollottíCt el d«i«rtninanLc para obtener 


“fia 

iAí¡. K-¡ — 


,4 „ 
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íf¿ 4- ÉTj 



/, J 

J X J¡ 


= 0 
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** 081 m ** «mí# * rn (¿te »«mm m m*, 

Por ™*e mol[ e C | Mo*#»* mm del ñtnw h «rapen. * <]„ 


es cfceEí 


oí srmáñltHH do frwueiurjfts m 3 •, 


¡í l (í) s A] coa í*# t É -r £,} - Aj ce* [f 2 i t ^¡) 
MU - + B s eos f M¡l í + ^ 


i#? Ia ‘'"' '" ^ ^ “ rb " r “' ,;l ’' Uí r ‘™“ 1,1 ""P' 1 "*" “ C '***«* « «8 «u.cl„.« ¿tó*. 


lías. 


A-, 

Bi 

¿a 

* 2 


/l > 


A] + A o — 


Ülo T- K- ri J 


ff 3 -h K¡ - J. 


¡v. 


K, 


K[ + K-j — 

Pnr idhtij. J movimiento general ;oma fijialmen ti ía formar 

tfitO = Ai cosfuji-i- + A 2 ms {íí e É - ¿n) 

íiW J “ Mi coa (“i* + *i) + M 2 C!Ja [ w u + ^ 


donde tos marro mnjtttíst Wi, Aa, *. y ^ d<ben cttEiinrK de 




I,TS «untra cundid One; nidales: tf .fOj-l litOji fli(O)- 


í. SMo» momentos de ¡Bifci* de tos ruedas dentada» sen despreciables v J, m 7 K 
, la razón de engrane es „ - i, determinar h frecuencia di la vibración wrsinnal. 


K'- = K 


FW 

«i 




■A 








ff* 

~~ 





V. 


| 

d 




(*> 







p- : 


K n*ÍT 


/i 


v?; 

''-y. 


.*■4 - : 

Ar$ l 






i 


f&J 


Fig. 4-6 

Sean J¡ y 0: la; despinza mienta unguJarts de los roígre* J s J- rese-eilvtim+m*. ** ca 
8f¿nitjtSs fiís lauiii a na ,. ■■«pediamente Petado a to pfcsethpii de tos-w- 

‘” 5rí, “ “ , * 1 d “' "* M! “ CL ' ni,J * *««*« cWtle, y de ene.ll> potcnoat y ponan,,* 

F.,C. — j‘ -L 

L.c - iMjf 4- J/aÍJl¿ l JS 

F..P = ^ 1#? + 

ptaund.» S <sa fomm *fc vkÍ ^ ÍU ■ li ' í ‘ ímft «jálenle. Ehq « ha« míi- 

muestra en la flgitrg 4^^). ^ - = - or cúníF^uiHirc d sistema equivalente «e| ijuc sc 

L a frearenaa dd sistema cquiv^me «rá dada por 

- V4(^+Wi 

■duiide s: — íiJ,/ 1 / 3 : — 4 sy v r _ ft- g ST D ,-- 

1 J efl W ' * «J-OnSJC. Por lanío, ú* = v'l-0S¿7/ t r a d/« S , 
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7. Un «je d. «««i*, uniforme v longitud 4 L esta soportado «n iros puntos diferentes, como te 

dientes eít*rnos ' ^£ft£if aü?S de . i8 ".® 1 ff*® eíian r (í us a) *> 4 »ra diílanci» !. de los correspon- 
¿Cuáles suri las velocidades criircas de] eje? 



ücan y laí deflexiones de tos rOLUiíS W. v Wn. íüSfv^Ftí-iTH-rn.^ . i 

Apttaui*. <1 pvd <fc tTAJanlicvi «bwl.'m*: “ 1! '“ ! 1 ' “ !! 

Vi — “9|if W ¡Jo) y y W^s/í) Ií; 

v - - iy- 

iupüníAftLJí. que d movimíeme es periédicu y ifan 

ífi = A eos («É, + $1), y, = -^Aeos( u (^^ 

J/|j — i- i:OS 4ii + fl), ¡f£ — —i5-¿í eos («i¿ + £ i 

R-smpJyjtaii’do “íUi >■ a lores íEL luí eéuicií^es, obtafttimai: 

■; 1 — fi u lí- L mVtí'.jA — in^ujntyS/i- o 
—{tí'íCtljtíP/tf'jA - (t — €L K W2«*/ff)B — |> 

C.’-tHS iün ecuaciones algíbraicü Juneilmente homogéneas Gil 4 v B L- sn\ .An j n ^ , r 

I P °” rf ™ Ll «" «'*»» « K«r.n¿» . «ro .1 ** nM Z Se JSSLÍSt 


y es Jec^r, 


~íí‘P ; 'iii2 l (jíyy) íl — * 2S -ÍV 2 wVtfJ 

Písurrn||£Lji(|o el detefrniftjqle o bt-eneniDí, 


= 9 




w, TV a 


+ 1-0 


q-Jí es la ecuación de frecurncm de! -¡iitemi, 

*» SSbm^ * “* rilis,m '' !1 * * ru*+m*m, 


mEí 


-12 — 


mEi 


¡templando asios valores en Ja tícuscióa de frecuencia > fe solviendo, tótenemoi: 

W1 = ^ í—^ „ fñ,9£iff 

1 V WL a Y *2 ~ 

l-Cf te ftwxmte anuiste dd tje son tente. te teocftM. edites. Per | BÍ , : *, „ 

/, — Oi'I \i - 

1 ' y WB > 


8r Utilizar d método Hol? r cr para deterrninür 
la> frecutncEai naturales de Ja vibradora tor- 
sinmit dd iisieiria que se muestra en la figura 
4-S. Ji ^ J¿ = J i = ¡ y A' i = K: -» \ , 

CeíT.o s fc.xplícO an íl npínilíi 3. c m^sodo Holzer 
se ittili/4 vcAiiijpsiincjuc en t'úímj tubular, de ..i ma¬ 
nera sigutefiie: 
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Tibia 


[CAP 4 


Item 

¿1 


íi 


2 

**• 

2 

FiecutfnC 

ia supuesta: « — 0.5 






1 


0 r 25 

1 

0,25 

3,25 

1 

0.25 

2 

L , 

0,2 6 

0,76 

0,19 

6,4-1 

i 

0.4I 

3 

1 

o. 25 

0.31 

0,07 

0,51 



Frecuen; 

ílí s¡¡ presta úí — 0.75 






1 

1 

0,56 

1 

0,56 

0,56 

1 

0 : 56 

2 

\ 

g.r>e 

0,44 

0,24 

0,80 

l 

0,36 

3 

1 

0,66 

—0,35 

0,26 

0.60 



Fnüuefl; 

■iü supuest 

= : v ~ i.Q 






1 

1 

1 

1 

1 

1 

i 

1 

2 

l 

1 

0 

0 

1 

1 

1 

3 

1 

1 

-1 

-1 

0 



Ficcuun 

áa eupucst 

i: uí = 1.5 






1 

l 


1,0 

2,25 

2,25 

l 

2,25 

S 

l 

2,26 

—1,26 

-2M 

-0.57 

i 

0.37 

3 

« 

2,25 

-0,33 

- 1W 

" u 



frecutn 

cía. supuesta: t*" 1 : 79 






1 

I 

3,21 

1 

3,21 

3,21 

i 

3.21 

2 

i 

3 r 2l 

—2,23 

-7,08 

-3,87 

i 

-3.37 

3 

I 

3.21 

1,03 

5.43 

1 ,« 




Graneando los valores de la frecuencia JiipticsSa carura el martLerUQ toríKmaf, übieticnws: 
T 





l,H 


-■-k. 

— 

-r 

&,6 

- i 

i 


i 

2fi 

- r 


Í Wj 


u 



Pc-r tíintíi. las írecudld&s naluíülei son - O, «a *-■ 1,0, — L 1 7 rad/seg. 

9. Emplear e! método Holzer pera determinar lu* Frecuentas naturales de ta vibración torsional 
dd sistema de cuatro grados de libertad que se maestra en Lu figura 4-9. 



Fi tfr 4-S 

Cerrn SC nxplieA ea e£ problema 29 dd capitule X d -¿iodo H¡>U*¡r ic imiIíjul veiiujcuMicntc en forma tabular, 
de Ij manera ligiiíeflte: 
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CAP 4J 


T,n bl .1 


Item 



í, 


3 


-2 

FíCvJUetnü'ÚL íup'jr.u .1 0,2 






1 

4 

Oíie 

1.0 

0,16 

0,10 

1 

0.16 

2 

3 

0,12 

Ü : &4 

0,101 

0,26 

2 

6,13 

3 

3 

0.03 

0,71 

0,0SS 

0.31.7 

3 

0.105 

4 

1 

0,04 

0,53 

0,024 

0,342 

4 

0.066 

£ 

t£ 


0,50 





pídLicJisa v^pixiM j = 0,3 






l 

4 

0,33 

1,0 

0,30 

0,36 

1 

0,33 

2 

3 

0,27 

0,64 

0,173 

0.533 

2 

6,267 

3 

2 

0.16 

0.373 

0,007 

0,600 

3 

0.200 

4 

1 

0,00 

0.173 

0,016 

0.610 

4 

0,164 

5 

T/S 

JG 

a, 010 





Fraudada supuesta: _i — G ? 4 






1 

■t 

0.64 

1,0 

0,64 

0.64 

I 

0,6.1 

2 

3 

0.4S 

0.2S 

0,173 

0.313 

2 

0.406 

3 

ü 

0.32 

—O.Ü40 

■0,015 

0,7D& 

3 

0.266 

4 

1 

0,1 íi 

-0,312 

-0,050 

0,740 

■1 

0.187 

3 

dL 


-0,490 





Frecuencia ¿apuesta; j = 0.6 






1 

■i 

1,44 

1,0 

1,44 

1,44 

1 

1,44 

2 

Z 

LOS 

-0.44 

— 0.475 

Ü.S65 

2 

0,482 

3 

2 

0.72 

—0.522 

-0.004 

0,301 

3 

0.100 

4 

t 

0,36 

-IMS 

-fl,36S 

-0,067 

4 

-0,017 

5 

bG 

= 

-1,006 





Frscuen 

cía supuesia: u = 0.3 






1 

4 

2,53 

1.0 

2,£& 

2.56 

1 

2,50 

g 

3 

1.92 

-IM 

-3,0 

- Ü,44 

2 

—Ü,22 

3 

a 

1,26 

-1,34 

-1,72 

-2,10 

3 

—0.73 

4 

1 

0,64 

—0,61 

—0,32 

-2,55 

4 

0.04 

5 

■*3 

ÜG> 

TA03 





Frecuencia npuíí:s; _i = i U 






1 

4 

4 

1,0 

4 

4 

1 

4 

£ 

3 

3 

-3,0 

-0,0 

-5,0 

2 

-2,5 

3 

2 

£ 

-0,5 

—1.0 


3 

—2.0 

>1 

1 

1 

1,5 

1,5 

—4,5 

4 

—1,13 

5 

•e 

* 1 

2,03 





Frecuencia supuesta 

«—1.5 






1 

4 

& 

1,0 

9 

9 

1 

0 

2 

3 

6.75 

-6.0 

-54 

-45 

2 

—22.5 

3 

2 

4,50 

144 

06.3 

20.3 

3 

6,77 

j 

1 

2,25 

7.73 

17,4 

37.7 

4 

9.43 

£ 


40 

-1,70 





Frecuencia supuesta 

- - 1.6 






1 

4 

12.36 

1 0 

12.36 

12.96 

1 

ÍS.2& 

2 

3 

0.73 

— 1J ,96 

-110,4 

-103.44 

2 

*— &L72 

3 

2 

0,46 

30,76 

257.7 

161,20 

3 

51.42 

i 

I 

3.24 

—11,66 

— 37.6 

115.46 

4 

29,12 

$ 

eg 

GE 

- 40,76 

_1 
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í CAP, 


TaÍjJa (un ni i 



¿i 

J ¿u^ 

£( 



i y 

S Ay 

Freeifíncii sujjecsLd u = 2,0 





“’l 

1 

4 

16 


le 

16 

1 

j 

16 

2 

2 

ia 

“15 

-180 

—164 

2 

-32 

3 

2 

a 

e? 

536 

372 

3 

m 

4 

1 

4 

-57 

-228 

144 

-1 

36 

ó 

=j 

Bü 

-33 




Frectaffleja supuesta; v — 2,5 






i 

4 

25 

1,0 

25 

25 

i 

25 

2 

3 

ia.75 

“24 

-45fl 

-425 

2 

-210,5 

3 

4 

12 J 

138.5 

2300 

1935 

3 

«45 

4 

1 

e,2a 

-•150.5 

-2S60 

—325 

4 

-231 

3 

OC 

33 

-£25,5 





Frccuindü iupvKLa: u = 3,0 





— 

1 

2 

4 [ 

3 

se 

27 

1.0 

-35 

30 

-94G 

36 

-509 

I 

£ 

3S 

-455 

3 

2 

18 

420 

7500 

5651 

3 

2Z20 

4 

X 

0 

-1800 

—10,200 

-9549 

4 

-£389 

5 

3= 

'» 

630 





lw vl4lílí V & lD 4Ü P UÍ ^ amplitud** #¿ (es la mimw 4), Uftmu «, d peobt^a 

■.tei.ar.. encomiqrncs qi±c fes , recu jíi ei üs r.atu rafes íor." 


**1 — 0,3V ÁV/; 


o.si\/fty7 H * 3 = iast/k/J' 



T'.r, I res r 03 ores cí retí lares están rígida mente unidos a 
■un ¿je sólido de acero, como se muestra en la fistiríj 
■MO, Utilice d método StadóJu pur¿i encontrar la fre¬ 
cuencia fundamental dd sistema, / = 3 ; j : — oj. 
J2 = J ,Q pul-jb-seg-’/rad: A' i = 2íl0)«; Kz = j(lO) fl ; 
A r j 4(10}* puí-Jb/rad y te masa del eje es des- 
preciable 

Comí? g,c explicó en tí problema 26 dd capiculo 3, ci metido 
Sioddu as mi liia vcjuajíuamentc eu forma tabular, de fe Hguieuic 
inanes*; 



Fíjt.^ií) 


T#Ha 



K x 

A 

A' a 

Jj 

1 k 3 


Fficttír 

Deflexión íiípuciU 


i 


1.6 


n 

a 

du ¡ 2 

Momento ior : ;. de Eneida 
Mqniíntu inrj. dd cic 

5,75 

3 

£,75 

0,75 

■> 

2 

Torsión dtl sjs 

Dtíílcxjúi] caleijljdiJ 

2.88 

2.68 

0.92 

3,8 

0,5 

4.3 

éjíí* 

at-(lO )- 1 



1 


1.32 


1.49 

a 

lletlcxián rupueiLi 


1 


1,3 


1,5 

" ”- '—1 

Momentü'idrs, deinerda 


3 


0,85 


1 5 


Mu mentó Lors. del eje 

5,16 


2.15 

1,5 

«■ 

Torsión dd ?¡c 

Efelfextón ealeujsda 

2 .S8 

2 , ?8 

0.72 

3,3 

0.38 

3.68 

tjw 2 ao) - n 



1 

. 


3,28 


1,43 

a 
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labia (eom.j 




^1 

K z 

J 2 



Factor 

lAcülenujn su.pneH¡;i 


i 


l s 2» 


1,43 

íl 

Momento tors, de merd¿ 


3 


0,$4 


143 

au? 

Mumoilo Kjr¿. d ’J íjc 

5,07 


2,07 


1.43 


a tr- 

Tor din dul eje 

ZM 


0,69 


OM 


0^(10)"" 

Deíie.nic r . en’eníada 


2.54 


-3,23 


3,59 




1 


1.274 


1,423 

a 


La confipración nsujtg de La íilürna iumogn 55 bastante aproximada a la de los vai-ures supuran 5 - Por 
tanto, &*#• Suspende S oompuLaciún ■. 51 ; caEc-SJ la írecuenusj nal mil réndame riLjI. 

[2,54 i- 3,E3 + S.bSMIO)- 1 = a Hh 1|2?4 + l,wm :■ = &ZG ratl/Mi? 




] 


¡ 


!¡ 

i 


11. Un momento torsÉorml armónico 77 sen se aplica a| primer rotor del eje de sección uniforme 
que se mueíitra en la figura 4-1J. Encontrar la vibración del estado estacionario del sistema. 
<fi - 5. Ji - 10; Jy - 15 pul-HvsegVrad; Ki - 10(10)*- - 20(101* pul-lb/md, « - 

1000 rad/seg. 


La a íTUicor.cf cíe movunisijlc sen 

] £| 4" f 2 ) — Tj iC;L íl'Í 

J¿ íj 4- Á’nfíj — Ij) T K l l.ío — #]> — 0 

J w$t + AiÍPs-*J = 0 

SitpnngeuiioN d rrr»¡n1 ¡EiiSa eí per; xl i tu v íc cnmpoiiE 
~c mo-v Imientas ¿rm-'-nicr 1 de fiílcpcíties amplitudes • f-scucficiai 
Secin 

¿q = A >cn Ljt r íj — — m -A síh ¡¿t 

= B ¿en *ítf 4 — ”4j 2 í? sen wí 

í$ — C ¿en JÍ, tf| = — áPG sen ut 



J-'iíT- 4-11 


Remplazando estas íSprfciúnes a: Las rcaiadnneí, de mcvimienln y ¿i m pl I F¡candQ r obEjcnernav 

(JSLj - - K L £ - T u 

-KtA + ( K , - K 2 - J.^)B - K. a C = 0 

—K 2 B 4- [K, - J#P)C = 0 


Rtisuhiecdo pnr ¡a regla áe Cfamer encontramos les valere* Je ¡l>* enelldeates -i, U * C 
A ~ IV B sa -0,25(10)- 7 r* € •-■ -(10) T T 0 

V Í|1 MMKliendd :j '/¡brjcirtn -Id s*u<|r; cülUJ ■:ri:it .1 Pí. 

ijjjf) — l.JxtO ) -7 T fl síh*jí 

0 2 (t) - -0,25(10)"-Tifien vi 

v£t) - —(10) f r 0 iiín^£ 


)■* 

\- 


|-5 

I"' 

_ 





12. Determinar la frecuencia natural más Hu^lí del sistema torsión al bifurcado que se muestra en la 
figura 4-J1 J } = 10; J* = 15; J* = 20: Ja=* 10;/* = 10; J&= 20 pul-lb-seg a /r¿d; = ító 
Ki - 200; K, - 200; K* - 100; K* - 150 puMb/rád, v 

E.iis frecu:nc¡a& n3t ; J:a]c5 se pueden nallüF por el mí:oda de Hqfíc- 

7supc.ngamos an de*plazamienjo acular unitario ?arn los discos coiocados en los eKífíjnos de iis nmiFicadonts. 
Continuando cor d empalme, los dísjjliv^amjcittos angulares resdituno do íes ramLHacioneí dcLen mr l^ualai Si cito 
Tin Kíirre dehe naceré c. nju>;e adecuado de los ■-aior=5 SUJtuestM íir«:a que le; desplazarnsínids a Rujiar ai fesuLtaCTCS 
en el mpilrne sean iguales. La suma de ios dos momentos tordanales de incida de Las fófójfío&dúaás ch, entunces. Igual 
al momento torsioiiol que Síí.'il5 sobre d c-e principar 
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Tabla 


Fig. 11Z 


Item 

A 

A 

A, 

J\ [ 

3s j í.¡ 

*0 

S JiJLoJK ij 

Freeyeneia supliría: 

u* = 1,0 






1 

10 

10 

1 

IO 

10 

100 

0.1 

2 

15 

1S 

9,0 

13.5 

25.5 

200 

Q.l£ 

& 

10 

10 

Q,n 

7,8 

31,3 



3 

'¿0 

20 

1 

£0 

20 

200 

O.l 

4 

10 

10 

0,9 

£ 

29 

100 

0,29 

5 

10 

10 

o.si 

O.l 

3B.1 




En el empalme, el (Jíscó J s na puede ¡ener amplitudes de 0.11 y 0.61 ai mismo tiempo. Pof éíleud. 

kiftaroc-s i.O. ■* 8/0.61) «I riLcvn valor supuesto paca el disco J n . 




S 

£0 

£0 

1,28 

23,8 

2&,6 

200 

0.13 

4 

10 

10 

1,15 

11,5 

37.1 

100 

0.37 

5 

10 

10 

0.78 

7,8 

<3$ A 

15o 

0.4 06 


hl memenui ic-Nannl que actúa sgl)?c el eje lí^se iguah a lu iumu de tai ni orneasen Lgríignutei desurra* 

des psfi Its discos 

t ^2* ^3/ ^ 

y J d , es ceñir. 

2lí + 37.1 - 

7,8 = 68.4. 



& 

29 

20 

0,32 

6-4 

74.8 



Frccucnciíi supuesta: 

vi’ 

II 






1 

10 

£0 

1,0 

20,0 

20,0 

I00 

o : a 

(1 

.15 

ao 

0.B 

24,0 

4^ JÓ 

300 

0.32 

5 

10 

20 

0.&S 





3 

20 

40 

1,0 

40,0 

40.0 

200 

0.2 

4 

10 

29 

0.5 

10.0 

56.0 

100 

0.56 

& 

10 

2» 

0,24 



i 


Er. el empalme, el dimro Jj, no puede teñe: 

amplitudes de 0.5# y 'J.2J al jtjÍ'-tti. íicmnq, Pgr CeflSinuienre, 

lüisaiiiub e¡ nuevo valor apuesta paru si Jisca J s . 




3 

20 

40 

2A2 

&6,S 

96.8 

2Ú0 

0.48 

4 

10 

20 

1.91 

3F,8 

13E.6 

100 

1.356 

5 

10 

20 

0,58 

U.6 

191,2 

150 

1.28 

El momento iD-irian^! qce ü?. cü -1 eje Kr ¡g iguala a 

a r.ms re Ins rt 

HMireniOS rorsi ojíales drisurrc- 

[|,ulci 

fUíA tai J ir .J ai J tt J 4 V -/j, es decir. 44 +■ 135,ú - 1 1.6 - 19L,2. 


6 

20 | 

40 

—0,7 

-28 

1Q&2 
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ítem 


A a- 

h 

A¿’*i 


«i J 

UitAtJKy 

F7eíusnna supucjr.r 

o 2 - 3.0 






1 

10 

30 

1.0 

30 

30 

100 

G r 3 

2 

i& 

45 

0,? 

31.5 

01,3 

200 

0.31 

E> 


30 

0,30 





3 

so 

60 

1.0 

m 

60 

200 

0,3 

4 

10 

30 

&,7 

21 

SI 

100 

o,ai 

5 

10 

30 

—0.11 

-3.3 

77.7 




CeillO d Üüüií Jt ño puede tener amplit JtleS de Q.Jtí y 

0.13 il mí.md liesiífua, Tuqumos (LOO/ ü,311 

el mic'-L valor supuesta pare, cJ diser J, A , 




- 

3 

20 

60 

—3,óá 

-213 

-313 

200 

-1.06 

i 

10 

30 

-s.« 

-nja 

287.0 

100 

~2,SS 

5 1 

10 

30 

0,30 

11.7 

—214,7 

150 

-1,43 


El rnetnenLs Lorsi en l que 

ictib ¿ob-c el ijc AV $¿ cgua.d j lz su—:i de [ 

i?5 mementos íorsiüitaLci dt5- 

arrolIndoi para les 

¡tucos Ji,'J ír y J 

i. ¿¿ decir. ís 1 ,í -r i—2i" L Sj - 

11,7 - —314,7. 

e 

20 

00 

1.32 

100 

-105.7 




nruflcnndo ios . licúa, de La Jjcuucicllj iiipueatú cunui ios mociienio? luríien n I» , ohwnt J*. 



y aaf, La rfCCuiiiKid nüLí_raJ furdüniervtaí de| gistcnii ís = 3,7 »<i s.ue l-j = l,64?ad/áe¿. 

í3. Tris rotores que pesan IOOQ lb T J 500 Ib y 2¡tS0G lb„ respectivamente! c&ián lijos a un eje úc acero 
de 4 pu] de diúrr.eiro, ¿o mu muestra en u figura 4-5 3. Las distancias entre ellos es de 2^ pu. 
Si (J para d acera vale 12(10)* Ih pui 2 r encontrar las frecuencias naturales de vibración, 

tipleando ta áíuaeiiú de. nlGu-ciUil LQrSHinai 2 j M = J í . lai 

etundones ciFerErnciuLci üd niuvimitnici del sísLccríl ww: 

J, Si + £l>¡ — fin) — 0 

$ ± -|- K{&2. — Sj} i- — íi) = 0 

*^3 9 ¿ + ÍÍÍ¿J 3 — íj) — 0 


í upunginn n í t[uc d mri vi nnkn t¡ es .n=r¡6e.co i ic compone de 
rnOrfmirnLos armuelle® de diféreÁteS artl p3it'ndK y frecuencias. Sean 



- /l cae («£-r o), 
í 2 - n cqs fui + #) r 
ffj = C eos- tai 4- ?), 


l! I ~ —’üj^A üOfl {iJÍ — 1^) 

■?|i = —4j 2 J5 fiüfi («f 4- 
= — lj 2 C oiia £v¡É — ^3 


piz, 4-13 


REmpia.Kln.dcj es valeres en las ecu.tdor.si de ffiO^miertlü, 0 j-CCrjírnus: 

(K ^ - KB = 0 

tKA + (2 - KG = 0 
-KB + (¿T-Au^C = 0 
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La ecuación de frecuencia se obtiene igualando 


□ erro c. detíf minantE de Inri coeficientes de ,4. B y f, a 


-K 

O 


-A' 


(2ñr - 


-A 


O 

-K 

(K — 2 ¡¡w 2 i 


diífid* 


r'rccu 


Desarrollando d dtetenn toante y simplificando obtenemos. 

h3 ^' 1 - “ 2W 2 + A7/ iH + A'V-/]^ + ¿CWa t ÍCV/j/,} = o 

°í “ 0 «l , rnpaiiite a' rwdmfciiHj ríjídú Jd eje, d„ ningún desplazamiento aasulir, 

Hadcndo K = =5 11.2(10)*, =r I WrVg = 210, /, = 004 v J - liArt I, a* 

£U encía, obtenemos: * " ' ^ ~~ wC ' a S'-uaejon dí 

1-13 — }' uij = *1,7 ados/seg 


Problemas propuestos 


3*. Un momento leiíkuml «tatng 7 « u iH ú a %[J k rc c . ,, . 

V ck e „ h a*,,, 4-16 tMcrmlMr ias «**«“’ <* «Urf. «acta» 

*'■»■ »1 = —-- gr ' ” ^_ . _ « 1 -|-g 3 -J 1 uT|r n SCT.it 


. rr —:——*---—— n — ^t 1 íi 2 Mp "•vti b 

- - ¡^ +Jjia3j - 




Flff.4.]4 


* L(E. ^-(5 


rjjf. -3-iH 


IX Calcular las frecuencias naturales 4cl sistema ¡orsional « ma ^ X i 
R*sp. «) = 0 MyfKU, « £ = IAIt/k/J, ^ - 2,36t/k/J rad/se 


[J. Loe extnsincjE Je un eje Cue :reac un disco fosada con ma¬ 
ní tfi.o (fe Ifieicm J, ostln aj^oyodiii, corso se muestra en la. 
tlgllfa 4-Eí, Encontrar ia frecuencia natural de \a v¡|>radñn 
torsunj del Jióec. 


írf'tfT (L t + L.j) 
32 JL x Lj 


rad/stj 


lSt Encontrar d eje «ptfvükmc del iltíem* que ic inu«dra en la figura + 15 

^ ñ-d,. L =í L í -f ÍV^W^L» 


Fig. +17 


la figura +17 
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■tnL/2 mL/3 mLf& 




(a) 

Fíff, -i-iSj 

98. Una ‘4gn simplemente apoyada litne una carga ■ueiirofjinertieíiLG re-partid#, so me mucíLra en la ílgMia 4-lS(o). fjc- 
Icrminar la frrauenda twrurai fundamental prr medio (te la ccmriB'j; ración que 5 C muestra en la ¿ 1511 ra 

Rtsp, fx = l,3fi yBlhnlA dd os/seg 

CaíaiLar las rnccuEneías naturales tteLsisismj torsión al que -¡c miizv 
irj £Ei la ! !.•?• 1 r 4]9. Qj tje lleva tiss ruin res v titi-e ambos ex L remos 
(gos 

R *W- “i = ÜM'jKfJ, 4 .v s = l¿JifE/J, 
uij ~ í,ft$\> l KÍJ rad i'ícg 

2fl, Si J - K = I determinar e! movimiento _eenc-^, dei iiskrria fus 
í¡ mttWtr.É en ¡n llgurd J-2Ü, » til prime* l£¡kco sc k aplica un despü- 
za miento sn^uinr inicial ce l radián. 

Res?- $iti) = £ — | eos t 4- £ (eos ij 

flcíO — A ” i (con v’s O 

= 4 + 1 sos ¿ ~ it í tíC,a t) 

•L Util ¡mí d método Ilolner pata dtLemiiiur ja* frecüerrf-as naturales 

del sistema que ií maestra en La fieura 4-21 R] s:¿[Cin,. ssli rijo sn 
Jí?ib 0 í extremos y kEflsnna vlbraciün toniotiü. A - |í>jt puUb/rad 
y J = ]Q ftiil-lb-seit : .-rati 

RtJp 4 u L — 7.c 1 }, = 14,12, = 1 S ,57 rid .'.^5 

Fi(.4-ai 

4 I. Lm picar £■■ meando Mo-cer psra cietermfcdr las frecuencias nallirales del sistema q’ji Se mués r a en U figura 4 - 22 . 


Li" 

K 

r«| 




H 

m 






/ 

Fi*. i -so 



K * ICC 10 | a pal-Elí/fiii y Jm ]Qtt puMb-tKJíH/rad. 


R&p, Uj - 46, — lüü. t¡ 3 = 13-i fid/síi; 


■■■■■■■•■ /■; 

| 3K 

fcT 



K 

L 



K 


J£}J 


4 ; 


K 


; k 

55 

K 


K 

K 





g 






Fiff. 4.22 


Fia. 4-24 


23 - Utilizar d método líulzír para determinar las frecueitdiis naturales del sistema pjc m mu«tr* en la 6 Huta 4 - 23 , 

R¿sp. u¡ -■ O, u t. z = 0,5c8vA/./ r «j — \ f K:j t t.-^ — »- = 1,7 "á'/KJJ, ¡l- 6 = 1„9Z'/K/J rad/'see 

i. 

24. Eit la figura 4-24 5 C muestra llA eje 6s secdón uniformo CCHt ocho rotores Ígiraks HjaílOí; a él, a distancia^ igualen, u tilizar 
ú méiodi) StQdola pira détirnilrtar lis freeuenda natural iuAü hnju dd sistema. Verificar \n repuesta ohtenidti por 
media dc2 metodo Holcei 

üesp. w = 0 , 347 \ÍK/J rad/ieg 
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Vibraciones en medios continuos 

INI RODL'CCIO.N 

Lüü ststíntiii mecfiniCOS. ules tomo cables, varillas, vigas, placas, eio_ r que tienen 'sifs masas 
y sus fuerzas elásticas distribuidas, en lugar tfc tener masas corteen iradas separadas por resorte*, aon 
susceptibles de te:-er las ..amadas vibraciones de medios continuos. 

IííLü.v sivjümus constan de usi número infinito de panículas y por tumo requieren igual cantidad 
di; coordenada* para especificar su configuración. En consecuencia, los si ítem ti s mecánicos d<? esia 
clase tienen Lín mfiniio número cf? freí:tencías naluraU r y de modos tíütitrales de vibración 

Ln gen era L 1 as vibraciones de medios contsuuos están gobernadas por ecuaciones diferenciales 
parciales y para sus análisis sí supone que todos ios tnuisnuSes son homogéneos t is piró picos v obe¬ 
decen a la ley de Haoke. 



VIBRACION LONGITUDINAL DE BARRAS 

La ecuación diferencial de movimiento es: 

., Ó a íí 

Ft s ~ ü dv* 

donde u = desplazamiento tic unn sección trasversal cualquiera. 

<*' =• £í/v+ l- -™ módulo de elasticidad dé la barra, y — peso específico de la barra, 
^ coordenada a h largo del eje longitudinal, 

La solución general está dada par lu fórmula: 

* í p' X p ¡ 3 ; 

w(¡M) - 2 [Atcoü-jht h B\ &n p\t) Cl eoa-M+ Dticn — 

¿=i,2_ V 0- it 

\ a 

donde Cl y LK son constantes que deben determinarse de las condiciones iniciales y de con¬ 

torno y son las frecuencias naturales del sistema. 


VIBRACION TRASVERSAL UE VIGAS 


La ecuación diferencial de movimiento ts: 


fv ,8% 

W t ftr 4 


0 


donde y = dcHe^ón de la vigi L 

se = coordenada a |o laico del eje longitudinal de U viga, 

a 2 = Elg/Ay, -j — úrea de la sección trasversal, y = peso especifico de la viga, 
y El se conoce como la rigidez a la flexión de la viga. La solución general está dada por la fórmula: 

y(x r í) - (A eos pt -E- B sen pí)(Cj eos kx - Casen kx + Cu cosh frx + Ci scn'h kx) 
donde p = frecuencia natural, k : m p/a, 

y lus constantes A y H son evaluadas de las condiciones iniciales y C Ll Cj. C"? y C\ de Jas cuatro con¬ 
diciones de conlorno del problema. 
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PRINCIPIO DE LA ORTOGONAL!¡>AO 

El principio J c la ortogonal i dad tic las funcioné normales para la vibración Icingitudiral de 
barras está dado por la Fórmula: ^ 


r l „ . _ a 2 f dx. _ ,, dx¡‘ 

J. XiX ’ dx - p?-p?[ Aj dx X ‘ dJ'_. 


¿finde Xi y X¡ son las funciones nórmale? de vibración. 

El principio de la onogonálidad de Lis fundones normales para la vibración trasversal de vigas 
está dudo por la fórmula; 


X 


t A,A; ^ “ Pf-T>i 


' v a>X) <PX, d.x, d-x, dX <rar, 

Xl di» ~ Aj ~$F ~ dx W <b¡ "SF 


donde X, y X¡ son las funciones norma ies. 


VlBR ACIONES TORSION ALES DE EJES DE SECCION CIRCULAR 

La ecuación diferencial de m o vi miento es; 

_ I .> Í*i ' jT ^ í 

iít 2 <rz- 

donde 0 = torsión angular de] eje. 

■x = coordenada a lo largo del eje longitudinal del eje, 
ü- _ Gg/y. G •* módulo-coftiinic de elasticidad, y 
7 = peso por unidad de volumen del eje- 

Como la ecuación de movimiento de vibraciones tnrsíonales de eje 4 de sección *TCL.ar ¿s la mismo 
de la de vibraciones longitudinales de barritó. cualquier problema rebudio de vibrudories longitudi¬ 
nales puede aplicarse exactamente igual a los ejes sometidos a vibración torsión al 


ÍYoblemas resueltos 


VIBRACION LONGITUDINAL DE BARRAS 

[_ Deducir la ecuación dsfcienoEj] de movimiento de la vibración longitudinal de uíui ¡i.u'ra de sección 
uniforme, y analizar su solución genera], 



5 >ia u d d«p|sidrtL¿riilú de im¿ kin;«; 3 ú?. (mi.-cr.iu! cualeglera ¿d i., b:-.: i £fi Eni pnces i.i d-iTeii^fnsn ^-il- 
■quicr punta x «; 




— T, 


Pam smj narra eláHlCH el eifuer» es rr^ " fít Jt dPn'tc I e* d módulo di tf=wUc:H:iri. «.vsflO lii fuer?*! Je teiwufl 

en Jr r ^„ ñn 

o* 


S = J 


v la fuere* da inercia ei aA da ™r r donde p = y/0 ex U denudíid de la barra y H el iréis de la sección trasversal. 

Iguaiaíuin ¡m dos fucríH-. tcnemfli 

c£ „ >A 2-u , 

£ + ~~dx = S + Y t- = - iix a 

PX ¡J pt- 


ÍÍS - a aa* 


itande a J ** Cjf/y. Esta es la «unción difefflfttfial de ttu)< ¡miento es I* ■-ihTo-.-¡úii ionpííudiRj' de barra de sucuiún 
uniforme. 
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¿jndd 


Para resolví m#WM que ll sofodgn e d* |« forma 0 - XtoTlt) f* ÍJBeh 

asía csfpfíiLdn en la ecuación de movirttEunfo obtenemos.: 

, dPX/dx* 


dsr/Ji* 


x r 

l>u«» £• *' "•lemlwo de I» rqukrd. e. fcncii* úniraments i »§« „*#*„, de la dcreckt es fondón na-.. 


t + - o 

cayai solucione' sen bien conocida: 


rfCT/rfjfJ + (p/n^X - 0 


J 1.1) — j 4 cospt -j- B íen pt 

= 1 íüa(p/a¡íe + D Mu (p/a)x 

Ct) " , ' , *<■»" ™ r “" dí " * * Míenle. í óeicrimnu b Jwnw del ra«fo norma] de .¡fondón consMeradc 
K mi fiaaor. wrx-il. Luescr.bsoludm general de b ecuación dircraisial c » : 

*fa, t) “ 2 M. COJIU..Í 4- R. «.«//> ***?■* j-t _ Pi s \ 


< i4 J CM ^ ( + B i PjOÍ C, cüí)~- + icn ~ 
«{ T: P* tórt arbitr.irMuv *kr er m¡nilda* de ÍOrtíicionef Iniriillrt V de c 


> Pi ^ r.'íCLiírdüí 5 a[Urales del sistema 

r -' [ia barril recta ji guiar de longitud f. y sección 
trasversal uniforme tiene vibra dio nes irnígitudina- 
k$, Deducir la ecuación de frecuencia, ú ]oí dos 
extremos de la barra están libres, como se mueslríi 
en la figura 3-2. 


/ 


conarru) del «ohkfut 






Fig. a-í 


Lq Mudta general di la ribradón longitudinal de barras uniformes «tá dada par Fe fórmula 
Mx ' = £ = 2 (Ai «6 í 4- 5¿ Sen p É t )( C, cos^' -r Z3 1 * fl *-) 

r~ ■ '' ' r ■ B tt / 

M-fide p = V¿Vy y ^ = frci-jeíidaK Eitur&las id ¿isLena. 

Ua <*'*' <f“ ’*'**> “ tM * I» mrf» dolante li vibración deben ser i nales s ceí r. sea o» !« 

ssísssszz ssssr ( * m ~' = - •• 


(A iC üa PiI + S ( SMftlfí-^c,s«^. + 5lfl f co! Ml = , 

Irlicosp.í + B¡ = 0 o 


i), = ü 


Esia el Íh «unción de frcHinnrin, de la cnij pueden determinarse Jai íreoicndai 
Jbitg-Llucinal Fibre 


fv¡íé\ 

sai ■, — i = 0 

U/ 

naturales de la v 3 íu guc tiene vibración 


3‘ Deducir ’jna expresión para la vibración longku- 
d¡[ta : obre de yju barra de sección trasversal uni- 
^>rme y .ongiiud /, que líejte un extremo lijo v d 
úira libre, como se muestra en la Figura 5-3. 



j'" ^ 


Fif-s-a 


U solución mm ds la vibración lan e it«diiiál Jihrc de b a -rn¿ uniforme* «tfl duda ¡wr la KttfluJf 

ui ‘ x * t} = i m ,5 (A| ios Pi í -r nj| jjjO i; C[ L-en ~ J. i, Hcit J 

La fueraa cfc tensión £fl e| t-flrcmü 3i¿rc de la Wft « J É oal bto, * la VfíC que d d^p| aíJ mi e nts Crr e| & ;trerth) fifo 

' euíl1 4 csro ’ M liícir ^ de Jii vündJciunf¿ de cqolúfno dei írobkma son: íuy._ a sr o tdtc/áx) - o » c - 
piazande ^ condid^ d, c^ntnrnq =n Je loludón ^«j], MWí * ~ ^ 


(A| MSftí + £í sen Pjí)(Q = (M) 


E^(t 


0 


eos p.j t + ^ sert Pi t) (coa í~ 1 ’j - Cei j_ 
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m plj. 


rnense 
-'.ÜK ÚOÍ 


Hq 


se 


ÍJOlCrt] J 


fatr* lili 
di COr- 


h-ición 


rr rijo 

■tñ- 
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fl;L 


ü jea que ms — n ya qm* Z3 f no puede se; ¡gud u ctm, Fn wnscCJCítCliJ J3| = ."*■ . ÍOflde t - I , 5, 1 

tenees, la egresión general de ]a vibración Ipnguudinitl es. 
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i b* 


wfx. í) 


_ v hz ' . í-flt ¿?aí 

- ‘“’ir -Bi;cn 2ir 


■donde a — 


4 . Determinar \\is fundones normales de la vibración 
lon&iiudm&l libre de una barra de longitud L \ 
sección trasversal uniforme. 1 os dos extremos de 
!¡i barra están fijos. 


\\V 


F\ s . i-4 


Piit¡ 1 ü vibración :on^trurlinnJ d = baríis. utcIYht.- 53 . la solución ¿enen. es.: 


u(^c, i) — ^ (Aj co&p L t + B-^^a v-l) 

í = ta.... 


p; Pi ‘ 

C'i CHS —£ + Di SCfl —JE 

a tí. 


I-J15 desptüZatntóJitüJi ck la barra e:: :U:¡ ex tremí! s son líjales ¿1 cera, r. sc;i cus con di dimes ce 

Odc^í = ÍU^-i. !>. líempli^Lindü f L'. cmuLiiíifipie 1 . co-ch 'I «' .filó:: tefiem-.n: 


coftlDrnn ses 


Nj»í = 5 T { {Ci CUS iP\/a.}X - iPj süci W«''d - D 

i H 1 j i,, 1 , 

- 2 T i l-°i «rt ivd*)x\ - 

i = \.l _ 


Q: = Q 


o s¿ft újue sen (p¡ L/i ?> ™ O y Pi = tvüfL. fio “Je i |. 2, 3. 

£((*} = f?| sen i-n-xíFt, 


5. L wx barra uniforme de longitud L es tu iniezainien- 
Le comprimida por dos fuerzas iguales aplicadas en 
sus extremos, como se muestra en la ílgura .5-5. Si 
estas fuerzas de compresión se quitan repentina- 
meriLc, encontrar tu vibración producida 


Por tanto la función tormul et: 

- 1 , 2 ,», . , . 



Fig-5-5 


t expresa la compresión unitarij en ,¡n lienrpo ; — [■ Entúne?» las .condiciones ¡nidales saín 

(U}¡_ 0 = (LfZ ~ <&, = — O 

Pira Id vi bridón lúnftliudiriil Ce bCJ/ii Uniformes k solución giílii'jJ ¿S: 

u{x,ii - ¿ (AfCosftt - B, «n Pi íl[Oj cm (ft/a)* + Di HUI 

íbM.ajJü.,. 


y cemo .os dfis ct.:&rn..t tl-ek barra t".ár. .:br*.-., k hL._dor. se cOñvLc.'[e csi fvéjie el próblejna 

t) 


^ iwi f 4 úrat . B ¿toí\ 

i coa—— A] coi —— 4 - jj- L sbi —f— I 

e = i, ; r .,. D \ L Lt t ! 


L \- í -— L 

Remplaza ndo ¿a&condidúntt iniciales en la solución g-cstcral, tenemos: 

ÉlT í H b 


, . _ v / t7r X * íy 

t^í=Q = 2. A i COS— = — - rx, 

Lt* Í,,S.. i , b 7 j 

Por tatito, Bt — S y 

f L j ifft \ 

I A í Cúá”-- CúS —■--etac " L —-fJ5 

i r ti íi í-t A ,i. \ J-. 


. ' , _ 'C *n l^Ci ittj: 

Í.tíi í = n = 2, iíi — eng — 


t ít T 

/ L 




- r» 


■i íTrj i 

b¿ ¡ eoa iíx 


{]« duntíe 


, [ ujs , Be i i=& , 2 

Aj = fCoa-T— dx ■—- I Kcoa-^M = ‘z 

Ja t L*L L i- 


2 , , , 

|T -n-a “ coa líT) 


Emonccj, cuftndo/e* Icnpíir j A\ $ etuntdíi i es pnr. Por cooiijiuknie in vibradún ptotlucida esíi 

’s: {coa Í7*/L}(üüa iVul/L) 

r ‘ f = iTa r , .. 
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w W B eJ§í}lHft i 9 r ^ i SL , K¿ í c 


ONTÍNUOS 


^ Utir barra uniforme de longitud L está inicial trien* 
[c tiJargada por la acción de una fuerza axial P, 
aplicada en su extremo libre* coma rnuéíUia : en 
la fisura ó-ó. Si esta tuerza sí quita repeiuinamert- 
Ie cn 11 n tiempo i = 0, encontrar la vibración lon¬ 
gitudinal resultante de lo barra, 



Fie. s-fi 



r apresa fe eJofigQíiín unithn 4 en ti tlempn t - 0. Lu^u \ m c$*üctomjínfaflfó *sm 

{U\ i = a = c*. = o 

Como se eipliM en ri problema 3, fe solución general para Jarras uniformes títm 


...., r —-—■ ■HM.iu.uiv» un s.Uremg íijn y 

Remplazando lüí condtcmnes inicíales ÍIL la S-alucíuh gencrjE Leñemos; 


uft ti remo ¡i. 


U ( )|t( — 

PorihJllO Bf m a y 


tm ■-..., & Aim:m 

I = r, a,. 2L 


- n, 


«><-. - 5 fS»,«.2SÍ - 

i = l,3 r , ¿jL 2L 


de dúT.de 


donde f « i,J, s. 


f* Seni-— [f¿i 

'o 2 L 


X = i 

= ¿i, '“"ir* " iSp*»frL - Mt-J)"-" 


'o ÉíJ* 

W este modo, la vibrad bn FejigZtkiilina-l de b barra es: 


u',x ¡ r¡ = 


8<£- 


i =1.3j. 


3 íVx iVaí 

-5.CJ117’ COS - 


2L 


2L 


7* Una burra de seccridiT uniforme y longitud £ está empotra- 
da en ¡os dos extremos* como se muestra en [a figura >7. 
Lie burra adquiere un movimiento longitudinal producido 
por úna velocidad constante U, r aplicada en lodos los pun¬ 
tos de Jq barra, en la dirección x, Encontrar la vibración 
longitud mui resultante. 


Flff.S-T 


trüü mifamies cap ambos extremos fijos es: 
¡wx / 


La llí|uici¿ n Sitiera! de la vibración lanjiiu (final de ba 

«*’» - £ « = 

t 3*S«.. * ¿V, L £ 

Las condiciones iniciales de es fe problema son: («) f=p = 0, tn) t= , = Y a . EiLunas* 


tVa 

¿en t 


y 

ík Jim de 


1 - 

Jí 

1 

I, L, 

A, sen 

r = • 

o = 0 

Üfo í.) 

= 

W 

2 

i 1. J rL , . 


TTfÉ . 

eos — t 
jL . 

tí (Sr h C) 

HS 

1 

1 1,3. , . 

i-a i-i: 

- V» 


4V¿L 


Í *iL , . r 

¡n ípSP tiT* í , í" i—¡r 

5 , sru— sen — rf* zz 

0 *- ,(1 í, 

B — — I r j " ^rv ¿ 

= W (1 “ MÍr ) 


i*- 3 *. ui¡in ‘-"' 1 f e ' ’m^r y i, mando i e* par Por lanto. d movtmicnitt resuliame es; 

«fíe — ~ r * l ' í1 ^ ^ 1 irri t-fií 

«Í.s r d - 2 — 2 üen-f- 

“ LC t = T,3._ 
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8. Una barra longitud L ü&iíl rija en un extrema ^ 

y Lsene el otro extremo unido a un resorte: de cons- W~- - "■~- —— 

unte k T contó se muestra en I» figura 5-8. Deducir « 

la ecuación de Frecuencia dd sistema. Fi^c, &-8 

Ln c'tprcjiijn prncra de üa vibración í-?fi?.¡uidi-=i¡ de burras uñifoTmeí que Üeiien u - -2*\ remo ti piando f urto 5ibíí. CS! 
I) — S suri I-*, (tüfl í 1 ZT t í-cn 

L a J 

cunde n es e| d»pU7-imLenta Je una seucuii líJíveFiíl eis¿lqj.'.=ra de Lu i'jrru. <si le J¡ re L-ción -» 


Los condicione?, Ue jo-slLoc no un: ti4* =í | ~ 0, - fe[w.)- D ¿. = Aff >j— i 

* r S =n L 


torno tenemos* 


-L 


f Pi L\ AE Vi ¡fe 

l—y • “ co n“ 


Ir 4 ' 

■ r 
/ 


j ,nr¿unda quisó iuión de con 

AEp: 


EíUt 


('Pi L \ ÁK 

\ ü / fea 


Ftím a lu í»¡ í u.ai>6¡L de frccvcníiu del iliu-cmu v ti lo {CllltintCde elM.it icidad del ríMttti kt es osuj irtqwtfitl comparad!) can 
ia de Li burra, ,.n [pjj/a'i -* * r es cedr tuí 

j)| LJü — tr/2, t — .1, 3. ?>, , ., 

y p m ¡ w a¡2L es I* funridn normal rte ln vibración lonjiLutdinál de barras uuiformeí muC [leñen un e* Liento Íi¿g yuro libra. 


9* Deducir l¡j ecuación diFerenciül de movimiento de la vibración longitudinal de barras u ni formes 
que íLcncíi un amortigua miento ¡ruerno dudo por la expresión a r — Et g 4- ei T , donde c es el eo-e- 
ñ cíente de amoniguamicnto interno, ResoUer la ecuaciót] resultante. 

_i jr ^ n'Aj. 

Observamos que pan barras _ni formes Stti arotnTiguiilmWlO. el ísluera-j as ir- — Já'e- > aoamts I- tgjj f' - 
Por Eiíriá¡f.Tiietiiif pura el raso con Amor! i gim miento i mema lu ecuación Je movimiento es: 


/' , 3 \ ri"w d*u 

¡P - "*¿- 


E¿hi 


éAli 


3"l t 
ai' 


p dz* p dt 3*- 

Lo ntísmo que aura el caso da LiJiiorrlgraimefiLO, hagamos u¡ — A"í Tí y Efp ~ Epianeús. 
tfXVT* t ^X¡'T L - A¿ r, dónese X ,f * dWd* 7 . T = iFT/dit 

p .. 

A?_ T\ 

° Xi 


Cambiando el L-'Je:: .erieLiLOi 


r¿ f ü 2 r¡ - -r £ ) = 

\ l" / 


a-T, - (ü/fir. 


PuesLn qur el nn $ iVArn- de \a if^uicríla c c función única me ni e de x y e¡ mit-bro líe La riereciia fsncióis de in¡cnme.,-.s, 
cadji, una tfe eiiíjs nuembras dcb¿ Mr Ijual a una ansiante. Pe eim manera ¿.breitetnas ¿os ecuación*:* íljferenctsles or- 
stinnris.i. cufl —cama íOftílíime de li eCUüdúlL ímtcrinr: 


i» x¡' + 4x, - o 


(S) + = 0 

p “ 


líe b ícumciíu t/> LeneiiiGs: 

A T | = C, CO&IPi/s:^ H P, sen (pja)x 
<i de & ccuadcn \l) r bitdezdo a; — C m p^/2E, abtenemos: 

; l\ A ZctiTi -r P¡T { = 0 

:¿vu solución : icdc expi<sii:¿i. Cfi b farena 

T l = + Bit*** 

¿linde \ = — Hj — VtrJ 1 “ pf . La solució-n K puede reducir a 

= e -iT if ¡A¿ tos }?i i + B¡ SMfl|íi 

donde ¿ = i/rf "-«a. p or íanw. k expresión general di Ja vibración longitudinal de Nanas unirormes con araorti- 


cuulístenlo t.licrno eí. 


= i e-^1* (4j euft 
i=i 1,3.. ,. 


/ Vi x Pi¡5\ 

sert /?,t) i C, eos I 1 : -urn ^ J 
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VlBJÍACEÜIVES h'N MEDIOS í"-QNMNEJOS- 


10. li» turra de lonfitad L e:«ú empotrada en tn extremo y tiene m » m ,-, 

ecuación de fe!* ° « la <*» «: ^ticir I* 


La «PnsMll cal* la vflmwm de barras un, Tormcs o; 

IA : + *, *»P¡í): C, c^í 4- D.^ñl ) 

ti 1 rw / 


UÍX, ÍJ = 


(<■>,=„=». AE (*£\ = 

W„, » \ ;tv .. 

- J n. c A es e. área dt En s«cíón irasvcrssl di Ja barn. 

UO !i primera üoiWíüíóii dé cantar™ lertenws: 


^0,t} = ± T t Ci - Q 

É * l|J!á 


FígeS^ 


dende T¡ - «¡ «»Pi* r-A «. ftt). De ¡apande ecuariín de tonlorno . 

ÍH k tf/ _ E) ■ . . * 

■= 7* - 4- ■ ^ = p 4 U, M 

un f y es ej pesü par unidad de voiumea de Ea barca y. ¿i ¿* £>^ v . * 

ICn *- J t£l y ' ^ cni0nce ^ »carien de fr^nencia del ^ 

con | musj de h bar,-i, fe seujidén de É comparada 

tttrra í3j: , - i " extremo rijo y el otro Fi'rí. J ' P ' Ll ~ 0 e| 3L5itma ? = íras/oona en e ¡ de 

nL„l * 1“/^“ a‘“ '"T'’* “ 

, 4 >*, /í ? * — j“3 £ /.£, 


l!™?- dc ladc las *-*« ™!« * i» «M itmgj^r de 

■ cbaetta ■ »f *>*» «*& * **«*. de £* L3 

¿?(¡¡ 

aLnírtc una elución es tí á — X T ,, v l¿ 0trQ u —v r c ■ 

lus í¡gL¡ient« esiJOKi'nnci dirercníiai!c5 oriiifmrJjj.sr J 1 t ^ anterLormealc ‘ e,a& SOfurinrUíi cunduceu a 

mu e Intwmnds r " mcr * J ° KI1! ,m!a =diie por *j y le iiefund. por r, . restando la una etc |j 

* X * X t + = «• -H^t, * p ? .Tjí, e, O 

y|i 

^Á’íí* =--íf_, V-V v yrf' 

M 1 0 s_ j# i^ je i j Cí “ XtXt I 


= - ,-É. -| V r V -ir 

'9 1 Pi 

( i I Pan torras q.e tk™ afflh „ s ertremOí IttHes lu «niUciín» de eonrome M „. 

^ “ < ¡W3 *^ - • » n„, = (x % ^ 


Hor 


tonsi^i'jrcnr'í. 


X XiX ¡ = 0. f <* J 


(2) Pira torra, q W tienen un fítroto lijo v „n« libre, la, «ndieione, «le eoninmo «*¡ 
(*),=« = = „ , w „ s = {T)t ^ 

Por con siguiente, í' ,- ,, . 

I X%Xtdx — 

^ c 


Ü. 
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í3> Para carral que uc-en ambo* :uremg^ emp&tfadíí. tai L-andieiarur» de ciHUrtfíic n> M; 

«=e = W,-t — O * (^.g = = O 

rL 


Por tímsígmciue, 


J XiXfdx = Q, 


f L 

Como J A r L A'j£Ú — O « CiéTlü en |&; COSOS anlsriore?, entoncra. en senerel, es cierta para ¡a *: bridón Ifingi- 
tuctinal dé bárran umroíüLíÉ. Este cí. pues. eJ prindpin de la íjrio^ú-naí'Elad ¿¿Jas fundones nnrmstes. 

12. U na hurnj de sección uni forme y longitud l c&ti 

empotrada en uro de sus extremos y el extremo li- T ^ f 

bie es hítalo hasta que la barril tiene una longitud 
¿ii. Si el entre mo libre se suelta ün un tiempo i - f], 
enooTilTar la vibración longitudinal residíanle. 


l::i 


1 


La íoludón cenerí;! pai ¡1 barras ron un extremo íio v el 
Giro hbre csL.j ¿mía por la tórmulu 


¡- 




m 


Mírí) 


hx i . ¿Trar .. iVní> 

■A «n¡ 77 ■, -¿i esa - - B\ ~rz~ ¡ 

i = i h 3 J . "u \ ¿L 3 L j, 


Fijj.S-lO 


üOdd-L tíi Egf y y A lf E l <un tdii.sur.ies iktcrmlnnilav ik M» eoruísdünm tílieiaües ¿el probic.na: 


i7) ja(íf,0) — 

U[ libando La condición Inicial (i) icncmoii 


{s\ 


(tfíi^is = Ü 

i = 1 . 5 .. 


i^n & wr. 

'í^T h\ &ín "f“ "' O 


2L 


2 L 


S, = ü 


De la condición tiiidil {/ ■. 


b(s,0] = 2 A i5 ^— = 

i = lií.... *¡u 


L 


Multiplicando Los de- miembros di [a óiuidún un Lirio: aor :-rn i-x;2L, obtiflííttü-S: 

pL - - u-l r L 


C A trrií J La-L I ixx 

X A ‘™iE™iL d * = —1 * m m 


rfx 


= 


2 U>»-TA rl 




„ íirX j 
í sen --— dx = 


S(L e - L) 


donde ¡' = l, ,y ó, 


P«> f tamo, la .Locación ¡ungí :udl nal de la batía es 

e(£. B -Li 


M», t) = 


2 

i = 1,3... ** £fr 2L 


13. Determinar la vibración tongiiudinut forjada de ana Eiarrn uniforme de 
longitud L sisjeia a una fuerza sinusoidal f.-< sen ai aplicada en su extre- 
mi) libre, como ic mLc?iLru en fa figura 5-11. 

i 4 oeu.ieí iii nc mavimjéató de k vibración l^níltiirtinii] de birras ituifiirmei: es: 


¿ a tf __ ., ñ» 3 !!; 

w - a ~^ 

donde U Si ¿I üc^plaMmieMO de unn áCCC.jil llisvetsul cuilurntra de Lu bdrtü ; a 2 = £‘p> 

Üía «(í, O * ,Vúl len «r l« rorm* |cncraE 4c tíi Mluelón para el alado e^tadonario 
úz. Lfi tiIj ración ronzada de ¡g fcnrra Rcrr.piaiindo isla &.Vprss:Ón etl la cCiiirion de mcv,- 
micjilfl, ubíí^e^iOA: 

fX <¿X 

hxi a- 

La ‘io'ución de X pLlídé ¿Scribir.vc ro^o: 

X{x) = dos. -x — A z un - X 


= ü 



bibuotbca 
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Í>ÍOS CONTINUOS 

y P° f tanT¡> - ttix t\ - íA *fl __ \ 

M 1 CD5 ^ 57 H ' *» “*) ícn üí 
Lai «adiciones de contornó de este piohiema Wn - 

« as ” Ü. , k . 

IWj - 0 y por r.uicg A : = 0 


4n * = £ r 


C Sea. 


wC 

— t05 V ívnuí = 


"3 = n ™ * 


t)Uf nos íJj 


Lucro ]|] ^ibr^ieiórt Ibreaíl* (te la burra e.v: 

wfij ¿J 


Li' 1 «¡i « 

4É* o' 140 seEüÉ 




.L 

AEío tet e 


ÍCap 


14. Una barra uniforme da longitud L dona un «tremo Ijh-e ■ d 

(mura 5-12 Encontrar la v.braeión del estado «racionario. 
rr« d '“ g ' n " al dC m ” v1m, “ K ia »** l-*** dc ta. 

0 - 4*0 

dondí * a :»: «(ütontfnúd dc uni 4sct¡4n |f|1¡WJB| W(|lllllera de b 

r.35 Mw de cQntfjrnü de «te probtenu son: 

(ü) I=(f = sen «í. fSWííJj B t = o 


T 




w t 


FTjr-5-ii 


* «tóflin. RrapU»,*, a 4 “u *». * «* «'■ «* » »«M imnl 

H ííl - :lj P arcLal movimiento, obtenemos: 

-A'íarjr.- sen „í - a a ^ wí ü^L 

dn* 

Lili i-:liiciüfi piscde iscribirst: 


&X 

3t* 


*-X 

h- = ü 


y por tinto, 


-C(x) = A I e 0í ^ +djSen í* 

a q 

“ feí) • + ímut 


1 1 


Dc la pr i litera condictó n He cnilonto Cchcmoi 

u(ü h t) = ¿ x sn; = Eú sen d* y así, ¿ ^ yp 

- fj segunda «andén efe contorno, 

t^Wd £1_, = ídl _KT ^ a li£ 1 

4 ** ° 4 *fc-**V*W» 

Por -dpfcut. 1. * racij , dd «,*, o-**!, «ti dada per la fénudia: 

«i», C a»s“»l%[LTr™ra“™ “-‘“‘i * 

■ CJOr - 5t 10 J ‘- i ' 3C apro untara, í eórrcanien t C , a \ n f ífí k 9 . 


J. 


.. Kp 


VIBRACIONES TRASVKRSALF1S DE BARRAS 

15. Deducir la «cuudín diferencial de mohiento de lu vibración trasverse! dc las 

i¡rc ™ ci ‘' de ™ vi ” ,K " w ^ wm * == dc o f3i ,; tad . tn ; miItai(il íc 


«0 - - 


{/) 
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donde El conoce como a njidez s a ficidón ce Ií v¡- 
M ti el m ornen La de Elisión til un-1 siíciün trasie/* 
M. cuaíquis'H y ■ « ¡z defiexiói* de ll visa Suponiendo 
que ti C5 ;an«-- ’.tC J derivando II reudejón i;. do* ve¬ 
res, £>ljtensimí>5; 



± 


rr^- 

tí 7&‘ 

EI &V 

El 


= -Í7 


ih 


(31 


donde Q Gí la fueFía toriante y h la intensidad (le carga 
bn la-i vibradores Lrüvería’es libret de vigas que 
pe Ejfirtífl carga tvenw, es necesarin ennfldertir tus íaet* 
¿y» ¿e ¿jicrcíc. — • yj4/sri o-j/df^, como fc mu:'vitad de 
i^r^Li a Lu largo de iodn la longitud de la viga. Asi, la 
ecüáüión {J> queda: 


- y A 

ntjp - ■“■ ‘j (il 


,y;. 



en la eoitl se cm piedra derivad a¡i parcialen debido a que y o una fanciórt dr ,v y de t. Como í$ ~ (■íí se amvie; 

c¿ en 

** + 4 ^ 

Js:- 


0 


di 


. 


faiu B r entonce», lo ecuación. üifere-n-ul de rrru 4 i[u«;o de la vihr jici-ú-ji tjÉtisvfcfUt ric vigas de «m-ó» caavfrial comlam-e, 
donde se leniza e - cuenta la rigidez y iitercio trasvena; c: lu »re¿. Otros efectos, ta es c:mú d amortig jsr'imta c-- 
Lern-u, k düciridad de Lo¿ cÉjnieoxoE, las focrzai axiles y La Inercia túttáünll pueden twnbíftr sei mcorpór«taí, il así te 
deseu, 


16. Ptitírnimif ios modos normales ce L¡ vibra¬ 
ción inuvtrttl de una vip simplemente apo¬ 
yada de longitud L y sección trasversa; uni¬ 
forme que se muestra er la íiguru 5-14. 

I.c eeuiiULfir, tliíerecu: il di ino4m.í:lEQ ít- la vi¬ 
bración TrasversaL de trigal de lección ‘Uniforme es: 


y 

n 1 


= o 


flí* 

SuflOl.iilllíCi qur fí - .Vir) » 7fí), Ftenvl .i ¿j "d o 
er-s. exprssk?. ct. !a ecuacici ce -ovi-ict.k-, obstínen-jal: 


A T 


t?X u T = 0 


donde ¡t 1 * = tfrX/drK Fm winblifl puede «cribirtf 
ucmo- x & fx = _£; /a n r 




Jfi — ítPÍivxfC 



Xi — sen 3 tk L 


("■nrr-n el miembro ¿c líi ;íqiiLC"dn es función úni¬ 
camente ríe x y =1 de Lti tkredia ü ÍUnCií I ú'icuTTimLe ■ 
de /, cada .uritmri-ro dshe ver E l ,m. l] ¡j l.iu consi.tntE. Mea 
cita cuTisLante ,? '/a L?e Ierras cAtíflémos ”C5 
«¡:-id'-ncs ¡lifcícndidc o. J¡na:.il¡ 

{i) A 7lr “(pW>A T = C- ¡2) = Q 

la scl'-ción ác ¡fi ecuación J 7i es b.e:- zú nocida; 

— A cosí^ + B sc: t pt 

y Lu solución de .1 ecuación Li r ) w de k forma .1 - JiinJe A - Á‘, —1, t+. — il !/ ■>* **' 
pkjídc rscri^irse en lu forn¡ 

Z(i) = C j eos rcr + C s ser¡ Jes: + Cí¡ ccsli ts- i- C 4 senh kz- 

o Ciicoa &í — + Cí(ser ki — scn.h kz) +■ Cjícos kz — Cu^h A r jc) 4- C'^ise'i — ienli fe*) 


p 5 fu 1 , Li sídud ó n gen cr.0 
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í CAP. 


ufando 


.n -—**» » wm 

= «w = O, ¿ o, idix/dx^ L = o 

y Cs te 

ÍX)m - C^C, = O, íd?X/dx% =0 = _ c . ,, = 

y fe estas des «cutcfoiteH, C - £ j „ ¡j, ^|, úra> 

^t-íí — Cj itji + C t íCfiti k-L — o 

^ sen kL 4- *ÍC 4 Sftfh fr ¿ t p 

yjB, ™“ “I»y«nJt¿«o. En»™, 

Vpíü L — tiende i — i j 2, 3 1 . , . 
lzi ^encías ji»eü rales esiAn dadas por U J'úrmnla = í¿-Wri , # ' ’' 

gura. 5-14 =c lo, tnB pri, nsríM ^ S&*| fe nwí' * ’ U ™ " r "“ t $ $ = »**& ÍKfafc 


í n Hallar Jas contfcioruu de con torna de *♦*<■ ■ i 4 

M5(A). Í0S ^ ,rolad ™ <J ae « ^uesiPM en las figura, 5-j^ v 




0 d&pfaíiminmí y la ineIJrueMjn *>n iRualeí ¿cera,® e l„r^ 

*mm* m •«**■* w 0 ™ pM,¡,<1 "' " íct “* 


cue ec d exircjHD ibr-í- i a fiier^ 


» 31 

Jj = L 

£¡ se desprecia Ij ¡ciercífi fti La toril!. 


fjr)x= v = O 

= _W #g 
{? ¿í 3 


[Í , 3 í/eie!l 1 = l( = o 
i>-y 1 


==¿ 


El 


A&j J “ 0 

-ir- [.. 


AnáJogamcate, e[ ¿«pía 


son Sj¡íi*j»s»;^, „ d«««o mi(nlr „ , ue „ f „ 


fj/l-ían — O 


- r % IVLL l'/j I IMi \ It 

r " N mMtn “ *#*“ !l " p$$$$pfoiucid,, por «„ ¿*£3® 

- o 

«SO = »S*W 


c:¿j 


E/f^ 


— —i ®K 

A-i> —— 


-x=¿ 


fl*| 

-X - L 


iras versar laecu *'’‘“ i de rrecu ™cia de una vija con ambos Miremos ¡¡bresque «ene una libración 

^ ^ " f “ W,raJ " ™ * •' “ «* - •— ■ - - Jc „ ri( , . JKC 
w,. 1 = 0 . (W „ t = 0i w/álSW = 0 

lt &VltAtt forrm*: Wmíit & ^Junin gcní/al de li Tuiiti^n norma] para Ib vfhratiíJn tíiivcfíá] da barras. « 


' = ClfcM fcl + coahfe| + <«“*■ - «* **» - *v~ ^ + «b te, + Cj[K0 k , _, 


kx) 
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De SiJi deí primeras co™!ieioiw¡£ c¡< corutirnu eiHíLrEirajüúü que C¿ — C. t - 0 y por tünLu: 

X C líciís 4 cosh íf?) -r C.f("-en kt 4 frr.li £jO 

De ha. oirJü úo-¡ condiciones He enotwno obtencmn*: 

(— eos kL 4- eosh kL)C^ + l,—-ícrn í:Zj 4 sính fcL iL-a — O 
(fen^íi 4 iínli kL)C l — {—cozhL 4 eo*h kL}C.j — O 
Resolviendo earai üCLmoinmea pañi Im comea nltí C i y C i, obtenemos ul siguiente dswmiiiMiW! 

(“tusAíL 4 c&shfcCr) (-Kii kL ^ tenh kL) _ 
üén kL — senh kL'\ ( J C03 kL 4 cúsíiiL-j 

Dcsarrn liando el determinante üblene¿nü&: 

(--coa kL 4 costa frL) s — (wnh :i kL ■— sen* kL) — ü 

-£ tú&hL eoahkL 4 cvt'kL 4 cosí tfkL - sentí-/ pL + kL - O 
eoatfkL, - smh 2 kL = I r cosH-E. 4 «ti ¿ kL = 1 


o 

Pero 


y por tan LO la KU&ciqn de ErfittniflC ■ es: 


eos kL cd&íi kL — 1 


19„ Deducir la ecuación dí frecuencia de una viga de 

longitud L que tiene un íxtrcrrm eatipotrada y d ||____, _ __ 

Otro simplemente apoyado, como ¿e muestra en la || - " 

figura 5-16, 

La¿ defkstioTss* en M1WS curremos Orí Lsuales i «TO* 1 y 
aíi como tJmñián Lt Ltidiaaain cr x * 0 y ei monvenlu de ^ f.S-lá 

floaiún cu x = L « decir. . 

= O, = & [dX/dx]^ a = O, (cWrii4 x =t = O 

Tomemos la «Luá¿n genial de la fundan rubial pur* Ifl vibración UMversal de barra* uniforme*m k faF®* 

X s C-ícosAse ■- cosh kx) 4 Cfjícw kr - c»b ¡tí) 4 «n fe* - *nh ks¡) 4 C^iíafe* - senil fe*' 

De Í.Y’^^iji -< 0 en contra inte que C < — D y de (,flJJT/íít|*im D< C i = 0. Entonces. 

X ~ C 2 <eos fe* - cosH Ar) + Clisen kx - senil 

Remplazando k, mndiekmes de contorno {X) T=L = 0 y t&X/da±) s=u = O br k itó 

(tos tL — SjSfihicWC^ 4 (sen kL - s-enb kL)C t — J J 
—'(cas kL 4 eosh ¡ ™ (seo kL 4 scr.h líéu_.^ iJ 

La sclueiín nn tri vial para Vi >' Ci se encumtra isualandu a cera d dctcrmmsr.te de las «uarionei antcnaies, SS di^ir, 


(coa kL — co^H 
— (cüi k-L 4 cnalL 


(seriiE — senh kL) 
— iíLi kL - Ticr.h kL] 


= Q 


Dtiiirreilliado Cl dcLúrniilUUlEí li bim r m-o-s; 

ses kL cosh kL 


[Liega la ¿cuacan ¿e rrecuencsia s-: 


CDüííír sent kL = ü 
tari ¡fc L — ttirth kL 


JO. Demostrar que Las fondones normales de la vtbraddn trasversa! de barras son ortogoaalts. 

j__ ícuaoAn íciLcn] dí tj váUmdófl tr*s,vcisíl de bar roa 

^+“ J 0 ” O 

¿t 2 

y L votuLuSn iLcitcipondicnLí Ca! 


y ~ X[A eos pt — B iññ pt) 
dundí .Ves ia fLindín normal y Un¿ de lis eatadoms rci'i-'antcs es (v¿aae el proin'cmíL ló.l, 

di 4 


{}) 

VI 
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d<? - 171(1 nimralr- de vibración ¡mimos Jai .¡c-jk-i r 


a 4 X, 

P? 

dx* 

= ^A, 

&*X f 

£r s 

- ii 

— ., -i • 

a 7 J 


Multiplicando la «nación {4} per X s y Ea ecuación (5i por A' f v Estando (s) de .5). tenorios: 


de donde 


3 rtí s>L 


Pf PÍ 


-P? 

5 | Y k x¿ dx 

a 


r- 

^—s 

ft. ^ 

1 H 

% 

II 

1 V 

P*J 

cPAj 

. dXX 

h 


J tí* 


_!■} 


La.- LLtndccioíicá de cú piorno son. 

! <* '> l 'V* gr ' í^Éflio Jifera; ti tnóRienlo di ílexiún y la fcciza di: corre iOil kuulrt :i ««), é, Jcc!;-. 

fPWa 1 - O, tf-X/dx* = o 

1F;| • Ul * STf! " s|,m íifppkwenle a pojado c¡ nlc«u:ii!«i Üc ¡lcxkm y ]¿ deflexión iOii lounlcs .i ccru, c* decir. 

oPY/ífc 2 - Oí A" = O 

I c) Paríi un extremo empotrado: h deflexión y la ¡tíííí nación ¿ort léanles a giro, es decir, 

X = 0 , d-X/dx o 


^icrpiaiacidn esms OOndiciorarr de contorno en |n ecuación ( 7 ) obtencimis: 

jf A m Y^ií¿¡C — 0, ir ^ j 


■ ■;• 


IÍMP ccuutJa f£MM enmo k tózám* de orH*arutid«d di 1* fusione normales. En ptf« pdrtnu-, bs frnetonm 
•norrrii.es -.¡e a vi bridón irasversaJ de íof casos ísrrEbii menei Criados. .son Oí tolondra. 


2L ÍJumosintr que Iíí Andones nórmalos. de 'a viga que sí muestra en la figura 5 - 1 7 ion orcogotiüijs. 


/ 



Fig. 5-17 

La condición de oftíjonulidad di los nicuíús nórmale* puede expresarse en la ferina; 

f x.x, * - _=^_ r Xl s*t-xM+&M-&M 

*¿n — pip _ dx 3 J dx dx4 dx ds 3 


L 

Je 


En ci:e cuso, T^ra J ™ L tenemos: 

X: - X } = C. ffiXi/dx* - tFXj/djrü = 0 


>' pira jt — 0 


X, = x¡ ^ D r dXjdx : dXjjáx = 0 

) cu Ea cl.il 
C i r que. 

j A, A, rf* = o 


Remplazando Citas .undUnnei de ¡.un torno cu la cl_<íli. a que cxprüü t> cnisdiciífi de ore <jgo na Hilad, 
qe; las funcione* noriales san ortogenaie*., es decir que. 
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22+ Estudiar la condición de orto ¡tonalidad de las funciones normales de lo viga que se muelero en la 
figura 5-l£. 

Lp cu nación de oftyg\?n.;4i¿¿d. jiara La vibración irasve¡,’¿ül ee víéis esiA dadü por. 


a-i 


j XiXjdx = 

J a ' Pj-P? 

donde y t i xm ¡as tu anones normales 


. rP.V, j <í,Y. -AY* 4 A l rf : ,T¡ 

’^' 1 ^ áff 3 ^ da? rfac- dz dx^ Ja 


Eí¡ .r — L el monten I de flcsinn e.s í.l i:iI j cem, es decir 
quí dr'KJdx 1 ~ •B-X.Jdx- ~ il: y en ci extremo fijo la 
■dcfkxiin y lll indinan ón SOO i (Utiles n cero, sí decir CjUe 
dXjdx - dX-Jdx = Z,- = X f = 0, 

Por tinca |a :jndi:ión de un,■ ^cm:*[¡dad ^uedi c? ¡n forma: 

C L ..... _ _a- r_ <wr,_ .. rf'-r.i 

J„ AiAi “ pj - p?L &=' '^J^t 

Pero cip e| etc re—o Llím-c dt la vfga La tuerza cortante es. 
■.yu.il ,i I., fuer, -i : láse leu. es -‘s-cir que, 



kX t = ET[á*X./dz'*) y fcAj = Ert&X t fd&) 
sn:i q;;e j, = : {£7/fr)(rP.Y,/*í**) J Xf I El/k i(¿P.Tj/ñV 1 ), <!e daede obtenemos í +Y t .\'j dx *=? 0. Luejtn 

j fwílCLO.Oií5 normal* iOn OrSOeanaLes. 


Q 

leí? 


23, En la figura 5-19 se muestro una viga ^im[ve¬ 
rtí eme apoyada de longitud L, En d tiempo í — 0 
se ¿u I pea con un martillo una pe que ni: porción de 
La viga, a, produciéndose en esta porción una ve¬ 
locidad inicial Va. Encontrar las vibraciones tras¬ 
versales resultantes de la viga. 

Li espmión genital de la wüjíacGít trasversal de vigut HimpLernenLe jpoyarías es: 



m « - 


ti-3p 

«TI -j- (A, cj(?p p ,! ’h i;co p, 1 1 


donde Iju cpnitiinws Ai jf JJ* »n ssiluadas de las cun Adune* inidulc* y ** r 1 /A í . Hacienda r - 0 ífi tí 
esf-ssLór.^nH-iüi y iñ ii derivada re c;;n expresión cor res^ect,-» a t, tenernos: 


—Lüjfitn L 


íl/ítti> = ~ 4¡ s«i 

ir 


n - 1 líTÍ 

(V)i**« = « iS^T 

1*1,2,.... J- 


r.HF cnadíciones ¡rsiciciki 5ííf! 


í jv = 0 at t = 0 


v - v <j> <* - í/2] - t - (e 4- s/2) 


>■ puF tanto ^II - ü y 


1hí+í;íj 


i — I.O 


% p k B L ^r¡^ 

jLr 


Jlí 


5i - 7 


, - 6 i.j 


Jíí-í/íi 

f L p, jVj v-x i' 

J ( **1 »* — «"—<** “ J (c _ 

— sen — Í 2 sen — r - , Por cansíi¡tiente, la VLbraCí&n ce la visa ei. 

•Pi I V 2LJ 

. 4 r l? = j iVe i--x i¿ . írs 

Wfrí) = -r- A — sen — «fi—scupil ¿en—.- 

1 = 1.5,... Pl *-> 


24* La vibración de una viga simple menta apoyada que tiene aplicada en su punto medio una fuerza 

pulsativa Fs en u está dada por la fórmula 

2gF< ¡ * ,«,M2 i-*/... , >{ „ - s4 „ ^ 

í? t j 


, í ^ senis/z , IrrX 

»(*< f > - 74T/: (PfTT' V ' cn 
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[CAP. 5 


en La cua! p¿ = ¿VWZA Determinar la vibración de Ij viga si la carga se aplica durante media 
cicla, únicamente. 





. ¡te íue.« quita la curen pulsativa, a dudr r *[ final del perCudi) b-/^. l a rica tiene una vibrad* libre, 

condiciones iniciales están regidas por la Fuerza aplindii ai ¿iii.il del medir* cicle. 

La -'vprs-si-órj gíílérzl de :í vibraclSuí trfciVq?:^! de nnF- 'Áiza Cí: 

VfaiT} = 2 asa. cc5 Pi r - S t sen P{ IO 

donde T e* cj tiempo trascurrí cq después de q-e se ña qi Irado la fuer^, c sea que 7' = : - T /u. Y dr las cundiríanr 
cié le* leñemos’ , „ 

1—j— 2 7--^— 1 —ñ—^ sen-■ scn^L“ 

*tyL í*n,ü, ( ,.tpf “ w-IPj u L 

W(*.ir/«} =- - 5 

A-yi t = L2.-.. U" — \ O/ ¿ 


£UVQ¿ 


¿m ir/2 /. p t *\ 


lo cual significa que 


’f(x r T) t= q — y{x r irfu) t tfí* r rj T=ú = ví^t/li) 

^ . ÍttS 


líí^r Z 7 )r=e — 2, ffO, T\ 

_ L 


t=q - i p ¿ ^ t íen-‘- 
!■ 1,3 L 


La totoet.. 


■2pF,.« 


-*■ "" -*fr un tg/a ^ lTjt - íirt 

j ^ r 71 í7 sen seti "t — Y ¿4 r sen.- 

AyL -er-)Pi a L L 


Pí ”■ ¿Ti? 


-30*V 


_ v 


_ 5-ai i-W2 / , Vi* \ t-x 

4yíi f-^i h 1+wa wj 8 ™ JT. 


sen —jr 

i *■ tií,,, L 


lú LU^l ( 


da 


_ £gJr, & u X¡ ^ti iv/t /P'.n 

' : 4;L l = tí.. * j 


B t = 




scji ■- 


Wa A 


’P; “ 

t' J 


AyL i - j r * .,. [pf — • , -j"ÍPí V 
y por ííinlo l!i vibruciÁR libre de u viju csiá düJj por Li í/ifmdi 

VÍÍp^ " 1 scn™.^ eoBp.r t J? é sen p H T) 

i - 3 jí,, /-■ 

dendí y Sí ya hun íod-ü delermíRadíi;. 


25. Una viga de tüngilud L c^ui ariicuíada en un 
ex crema y el otra exiremc? es levantado una al¬ 
tura h ¿l parúr de 3a posición de reposo, como se 
muestra en kt Pigurít 5-21- Si la viga gira como 
un cuerpo rígido hasta el ín sean ce dd impacto 
\ no rebota, y si además se i a pone que no hay 
perdida de energía, encontrar la vibración líbre 
resultante. 




vw 

n 

i 


í ; ] 






Después del Impacto io viga se con-ieíti en ur.a v-ga 
.urtpEememe .np^yutia, <¡tm ía]uci6n 


*{*, Éí = ^ 

¿=1,5,3,. . . 


PÍK.6-21 

wn ííi¿i j>ií + /ít-bifipje) 


|U 

j0 

i [ - 

o 

CCS 

o 

i 

o 

(/) 

0 





































Jehová te bendiga! 


www.elsolucionario.net 

VIBRACIONES fcN MEDIOS CONTINUOS 


143 


y su,. DüTi(iíitjp-í> inicia i'-, son 

U] = 0 13) = «i 

¿0rtdt v Ci la Acidad angular de ..i viga en d instan» del impacto. De 7) etnenerflos = o y {íj. 



iíX = 

«i 

*< 

v 5^H 

ii 

WJf 

Íi C.. . 

JLa 



f L i 




5 

\ r -n —. -da 7 

va L, 

II 

5 

iar* 

sea — 3fl 

n --di 

JL* 

éü iJuftd-5 

¿i 

2oL 

- — - — ÚÚS, i- 



ss-Pi 

Sipi.ügijHaü q^= «I «tilín* de gíavaLd csí.i en el catira de la ti.Gi; entonces, puesio que 4ÍE_C- _ aE.í 3 ,, Iftietnús: 


¥#* ™ - JAf¿7A, u - v'íW^ 

P^r cunsigiienu i-ibr¿dón liare ce l¡s viga en el instante de? pació está lLJj por la fúrmuia: 


VÍ^r 0 


2y 3ft h 


N 


J Pi 


f—COÉÍ ttfj* SP| Hí SSlí Jf;(. 


Una viga simplemente apoyada d< longitud L w* 
porta uíia carga un ¡formo metí te Fíp^rtids di ¡n- 
t*rtSii-dtid W. tomo se ftuístro en la figura 5-22. 
Encontrar Ui vibración resultan te que se produce 
en Ja viga cuando la carga se retira repentinamente 

Pjra lisas íimpiemcuic apoyadas, L¿ sxprssión general c; 
h vibráciL^n :rtuversa3 libre w; 



W 




í« 97 a 

I. 


Fltf. 5--2£ 


SÍMÍ = 5 «n—S^jcoapii + ^icnpitj 

i = i.. s r ... £j- 

Huevado .: — Q en j expíísiün intcnor j rn Ie dcir-íada. de esia expresiía oo- raswcto a i, obteneimisr 


I = — 2 vij *n -'p = 

PC 

-a., 

Fs^t iíin ^ = 0 

y *fi ff ¿ '=■ 0 . Come su t — 0 , £/[dVd¡t 4 ) ss TF. en tunecí, 



2 Afítr/L^Mp^r = 

¡ = ijt.,. L 

tF 


• * - * J '-<?* ■ « 5 -—» - 

4 L*W 

ffitM 

donde i = 1 , 3 ^ S p 

Pí>r coíifiplfiilí a vib-acicn dfl la vig_ 



, A 4 WL* ^ l 

,wr , I íí™p.' 

ira; 

“ ~r 



27. I. na c:;rga concentrada Fi se aplica en un pumo üc una viga simplemente apoyada, como se 
muestra en la figura >33. Si la cargs Fu íe quila repentinamente, ¿qué vibraciones tendrán lugar 
tn lu viga? 


F t 


F„\L - ti) 




m-. 


_-1. *i iyj — F z u 


L 

fot 


Píf. 5-23 


<*> 
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: cap z 


U mmñ- ífticral de la yftnrelfoi ífMMtm Nbre de viga» ilmplmcntc nf»v a d™ 

¿Vae 


•'í*-' 1 = + !ínPi() 


«Misado l-Í Mtexpresiónunteeroryen 1.doria.Un* es., 

= ,=¿§... 4 ‘ wl,i Ír *<=» = 

fc la condición inicial ¿ =s U obtenemos B\ = 0: en ronce':. 


í} - ^ 2 4, «H CON /Jj t 


d*y 


, _ A¿( i\r/Ly Á c-OsCOs _n L t 


Fe.,? {?/£■/, ^pifa í ja Ate cortóle á kr brp» de la vj^. I^a]^ laúL dos e^piEsiones t«cmO K 


( 2 -4^'iV/Z s eos = QfEi 


efunde 


Q 


, I.L — ft}/¿ fl — í" ^ Q 
I “' Fg q/L a — x — E 

Multiplica ndn la, do, nucal,™ do la «prestó, mtenB , m 

A - = §J f 1 («/£/) cosS*. 

‘ 1 ‘■'i Ja 

Rtfrapiaaridfl la topres-d* ce 0 en La ecuación j-rcrior. nb,enema* 


A. - ££íf I 




KF 

"f T»ir [tn ,o. íii v¡ r.'Aui ói ríe : viga c¡¡! 


coa 


-í* - j 


"■ F, a/L y. r . -i 


ir w * i ir*j 


2 L*F„ 


_jt Trfl 

iWEI L 


É) = 


3F„ 


X í i“íí. r>r 

sen “tr - iún ~' deis pq í 

Lf Ij 


*E1 J = iÍ. .. « 


28, {Jas. fuemt uniformemente distribuida de imea- 
sidaü f, sen ,..r aplica j titm viga simpfemcme 
apoyada de longitud ¿, como se muestra en ¡a íi- 
síuj-j 5-24. Determinar la vibración dd estado es.- 
tacio na rio de lu vi eu 

Lai ecuación gsneraJ de [a nferacíín trasversa | de bárra] 
que llenen aplicada uno íaera emerior es: 



sfi 


i”JL 


E 0 g 


,1 T 


SC.1 u.í 


dünd£ £? ' £/f ¿ Jy ’ H “ área de Ja «cción travo-al, y = pese, espepdfco. 

Suprji^ainps jou solución p-^rticu[tu de Is forma 

Vi*, É) - .V(i\l sen uf 

ftem pmee«tps ciUi iwi.it en h cewadftíi gírtcrul ? :ira dbitner: 


£X _ «3 v 
dr- a * A - 


n? 


cuya solución corrípleí.i rs: 

Xíaf} = Cl ^ ^ + c í SeTl a ^ C, e«h vQí r C, senh vCTÍ s 
En este luso las condicioncí de cOTilnrno >on: 

iX '* =tt = 0> t^/^r-íS = O ÍX)„ = O t (dir/tfií) ít , t = 


” F¡j ¡f/A 


Vu,í 


ym 


= o 
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De Lbí. tíos pdrtiért» «nriJcianei de borde líisemai qc* C % = C a F ü sf2AyJ^\ y d t hs curw dése 


C 3 = 


Fzff 


t^ael (Vufa Lf 2)„ 


C 4 - uwh (V^Tü U2) 


'2Ay*? - • 2A yw 

Cumts y(x, ;) = «a mí, cjiiccicH Ja libración del «iada aitacaMarLe cí. 

F ufi r í cua [\Qd (UZ - a)] ecsh ' - *]•] 

Ay w 2 1 "' 


í) 


— i .■ ien ui 


£ í¡r;. B í y'Wrt 3 co-di (v^Tci L/2) 

2®- Determinar ls ecuación de rrccucnciti de la viga que se muestra eu Ea figura 5-H5. 

Scst; X i y Xi Jas ('unciones nonualeí. de Ie viga La 
«’udófl genera; de 1 ü funcium?.! n «metes p^eilc tfiteresu se 
scuno: 


A - : * A l ros ’:x } + B t co&h fci, 4 L\ kcíi k^ t 

+ Henh fcj-| 

A'-i — A 2 nos &?¿ ■' j? j coah Ajs 2 — Cg sen Jtx^ 
r senh Ííii 

lis condicione! ‘í-t ca.'Lcurntj not: 
en ?! — O t 


«i x-% — O t 



X¡ = 0 

ÍJ) 

en sr t ~ Lj 


X,=Q 


dXJd*! = 0 

is} 


dX^/dx-i = 

-dzydy.. 

{$) 

X i¡ =Q 

m 

en “ L r 


Aj = 0 

(7 ) 

iLXydct¿ — & 

4) 


<PXJáx\ ■ ■ 

-d'LYJdzj 

m 


l>; :üi CünilicLnjies U) y (J [dner-.iOi.que ,-í \ = --£¡ y A. = —Bi. Teniendo culo er, cuenu en [¿¡ y (J J obtenemos: 
C --í? y Cr = -O;- 

Utilizando |J) y ¿71' tcaímoi: 

jI-^íüs kL — cogh kL) + Cifscnti - scnhA;L!i = 0 
A^cíp.i h'L — cosh kL) 4 - «nh.^Li ~ 0 

pnr tmUo w H y (• ¿Hieden e.ü presarse en t'utldfl.l Je C y Cs. fes píCli límenle, n ica que, 

—Crista kL — ;enh kL) ^ —Cjí&en kL — sea ti kL) 


4, = 


A i — 


[cosArL — cosh. kL) 


«nh kL) 
sncünL'ETnoi: 


(toa kL - cosh kL) 

De Lts Cündteiuiseü (ríj y (í'i iciikíílís. 

—4;(se^ fcL 4- >KI ¡1 kL) 1 <7|iCflfe kL — touli kL\ = /i 3 ¿ ssn kL + icnl kL' - C-íc-a ftL — ce-shlL) 
— -4.Jco3.JcE -r eosb kL) — C^szm kL 4- s«nh tf.-] = Aticos kL —coshkL - C 3 (éír kL - 

Remplt¿undn las ctíprcsinncs de A > . t: en Ds eaíacLones siUEriareí y rc&oDÉeado esns para C< y C-, 

(«ti kL coala kL ■■ coakL «ah fcL Di — on* kL cuiih kL) — O 
y por iuntd las s-:aa,ciocies de frecuencia .sol■ 

eos kL íoah kL 1. c^mAri =- tanh kL 

30, l-.RCOiin'íLr Jas condiciones de ccaiorno de lú viga cotitinua que ¿e muestra en 3a figura í-26, 



Stipongíimos la íiiidü _l ¡a fle.'uán de la vitr.i es igual <s las rre¿ [j&mu*. L± detlexicn en !qs ectrereos y «! Ec* 
fsnfvirtcí es igual 4. uerrt. es decir s¡Ue 

~ Í^l 1 r! = J_ = '.^iL^=9 ~ (An'( i¡i t — fjY;) ra _|, = íZ s ) rj = i f. = & 
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í CAP 




Ll indina ríÓrl en los cAlrernoS es Lgu^ii j Lito, 

L.os momentos de ficción cu los soportes « pueden c<urc-jr comn: 

= i&XJdx id^yrh'])^_ = t = (tPX a /Af|J r ^ fl 

Pur corisipi-krile bay veinte cnndicinnvH iJe cnnlorilO para vipa$ lIc 1 res tramos 


VIBRACIONES TORSIONALÍüS 

31. Deduiíij* |íi ecuación diferencias de m« vi miento de la vibración LuMoral libre de un eje circular. 


si ia masa del eje na es pequeña y por unto m puede dirá predi ¡¡trie. 
- L - 


iV +-^di 



J ''■ r ; V .'" 

! 

— — r 

■*“ di 


í«) 



Kif, 5-2i 


JsUpü-njiijLmíH l|lc Li tEíf.irn 1 leiúa ílel eje durCule tu vib-.-uuin i tü:ú<)n^L e> pequeni, de iUtrle 4-': Süsíccióo trasversal 
permanece plana y sus 73 .ci.jj permanecen recius 

Cotcm £S indica en 3a f'guri 50’l¿J. y ccji ha« en la rMtsrcncia ñ¿ mawijñfci. ¿I momento Je t-rsión que acl'j = 
sobreñal sección traversa! CUftlquiefJ es 




0[ ,m 

\*x te* J 


llgíilLs ' ' J_r 

df/Zx — ünguLo ds torsión puj- unidad de lnngnud del eje, 

G = móduic COriJlnLe Je elzattcidaci. 

i p = momento potar de inercia c&e la scccWn tíaiMerüJ. 

(A vccíi. Gfp je Umumir.l r.¿:de/ torni mi cfd cje.1 


El mfimcnto de inercia de un elemento cualquiera dx ct igual ta 

9 

donde y - pe mí piir unlda-d de volumen del eje 


£ 3 fl , 

— w dl 


Se puede escribir u«a ecuación, ($.«$ exprese el movimiento rotatorio de un t temen lo det eje. considerando ti momento 
ce sors-dn y el mamenio d-: inercia. 


dor-idt s" — tífí/y. 


ri 

JÍj1 (5x s ff a f .í 


5É2 


= cr- 


' V 3 


Obser-.amoi que lito. ecuación de rr.ovnm:cnti} ?;eic :.s m.-ma forros que la ecuacLfirt de ^ui-iinienL-.: qcr se obtuve 
flnteri ármenle para ln vibración lon¡d Indi n al de tainas un i forme 1 , ss decir. 


éPu 


e-i( 


Sí “ ® S*' “ = B/í 

ñ : > 

ÓS 3 


Pt fl £ ? 

J{2 = a’dí- * fl* 


(vibr letón I unf¡t iíiJ ¡-1 rie h:i rraal 

(vJbc acíír Lmj i .'.a.!! j I de =:cs) 


Ej evidente que cualquiera de lu-'. proNemai resueltos en la secóón dedicada i |j vibración Jongüudinul tí* harraR puede 
aplicarse igual moni? a !a vibración ior~rnni:l de ";cs 


Josué Arturo Cedeño González 
Ingeniería Mecánica Industrial 
Universidad Tecnológica de Panamá 







www.elsoludonario.net 































Jehová te bendiga! 
CAP. 51 


www.elsolucionario.net 

VES RACIONES EN MEDIOS CONTINUOS 


147 


32. Deducir l¡í¿ ecuación de frecuencia de L vibración 
torció pal dú un eje de ■¡eedürt circular uniforme ¿je 
Licite dos rotores unidos rígidamente a los extre¬ 
mos, como se muestra en \i figura 5-25. 

Como lis Kuaeiiices es ncmrnrinio pn-:a ía vt&faaán 
tprüopj: 4p =í*s L-irs¡MÍyf?S put* lli vibración longitud! tul de 
bañas uraformes son idéntica^, b solución ESnSraE di 3a vinra- 

l-Íl' i-i tejí mnj de cci C¡ICUlll3r-i puede tipreilíSB en L -. :_i^U 11“ | C 
túJtnil: 

■» 

f) = 2 {Aj CCS jV + H i £trn p i t {C i p s ar/n: -i- £}¡ ¿en p¡ ssfa) 

I * t,í», „ . 

dnndt a - = G/p y p\ — freC’lSidas natiirjks ccl r¡e. 

La tursión en los extremos del tyt es producida por la fuerza de inertia de los rotorss, es de¿-!.- que Ixs condiciones 
de cunlofrnj j«tn: 



en x — 1}^ 
en x -- L. 


— GFp(Q9fdx) 

J 2i.r7 1 QÍP f 2 ) — ~G J p < ~t) íBl) 


(O 

L r i 


donde G — módulo tOrlanLede ehtticicnH, *« momento pol i' He nercirí. De (/) Tenrmcs: 

P'fJ i G\ — i.PiGIpfa'iD, — 0 

y ¿i (2K 

/ , P(Cr- \ / pie/, 

i ’p'fJ* aaiPiL/ci T ■ — ¡¿uptWa. i C¡ + ' itn p { Lfa — ——¡- cna p, L/a \ Ú¡ O 

Lj ecuación de liccucacln, nuc sí obt.íne .¿¡uabr.do a ccza el ietermtnajiua de .os e«ef!c¡emc% Jt C\ s P¡. ss: 

/ PiGÍ¿, / j PíoJ» ■ \ 

■pj \ eos PilJa — - ——■* sen p t L/a ' +-- ; sen p L L/a -I—— 1 eos PiL/a - O 

\ G¡ v a s G'fi / 


33. Un eje de sección uniforme y longitud L tiene un 
extremo empotrado y el otro libre, como se mues¬ 
tra. un la figura 5-29, Hallar la vibración torsional 
libre <kl eje. 

La íc'.i aitón difercnciíl de inovimlento de la vibración 
torsiena] libre del ejie es: 

s-a _ - Q r¿ 6 

OI* ~ ÓX* 

tiúniis ff — lisa plaza m iento angular y ¿¡ : ■= C?,A . La solución esneflt í¿ 
f{*> t) = 



2 COS^jí ~ ¿Tj SCtiPi¿ííCi COBpii/ít -i- U| Sffnp, 2;/fl) 

l = J,a_ 


Ltu. cüiKíiciufles de eootorno son: 
en x ” O, 
en x — L. 


i{ 0.,t> = O 
GIMte) = . O 


O) 

m 


dunác f¡¡ és c3 mumunLD polü do ctlOjOju dd cjó. Utilizando 13 íC-J-cion. l./l :-r¡cn:aS: 

•X? 

«/(O, t) = 2 C,(A, eos p¡ t -b Hi «n p t i) = O 

1 = 1.3,... 


C l = o 


y dü la íouacióji di cofitorw u 5 }. 

í(jr f .S — 


2 ísen PixfapAj coa pa H- sai p l íi 

t-^t.,2. ., 

Pz 


^í/f33> f _¿ ~ 2 — coa p¡L/o){A. cosp,t r /? t sen p¡¡ t> O 

i - i. 5..., (1 

eo*p t L¡a -■ 0. p h = ira/2L, donde t = l.S, 5 t ... 
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VrHP.Ac IQ N E-5 t.N MI üIOS C£'> NTIN t <>¡j 


L4« 


fCAP S 


Po: cúriiiguLents. h vibración torsional del ew «; 


#(t, ti - 


/ , i—tt£ _ iz-ai \ 

. !c " B ‘ ■ a ''w) 


donde y Bi so™ constant« detcrjmmíidtis de tas curadEc.nñes ¡nidales ctó problema. 


34, Una polea, cuyo momento de inercia us y, está 
rigidaTTiÉrtie un idiá al extremo libre de un eje urni- 
torne de jone luid i, con so se muestra en la figurar 
5-30. Encontrar la ecuación de frecuencia de Ea 
vibración lor.sionaL 

La íeuaciía diferencial le niaviituejifó p-dij la uihrac.ón 
roTsioruil (fe| c jt y m caires píintliti te wlucfón general tifón da¬ 
las por las fórmulas; 

¿-j _ 0 ¡}'H 

tfí a a i?UC E 



Ffjr, 5-3d 


í 37 r ¿> ~ 


i =1,2. 

doíicc «' — C/fi y p, m rfek-uflníi^'. no ni rak >. 


Í/U coa Fif I?, sen p c t) (C t eos + />, a En p¡&fa) 


I.Lis aimlidanís de Cíateme c: c«f prrHerrs ínn 

tfiO t I) =3 0 




-07 p <flff/to) T: L -- 

es decir, que e- iitf : . 2 iayj*mieni j ungular dd ex un <¿. enramo ii.it es u-.i| ± -jer-- y el mcv~i 
cslrcT.o iré es igual al mámenla le in ht" i;; c« la polea. 

De la ¿efldiciíci (/- tenemos que, C¡ = O y d= 

G7p Pi P¡L p : L p f L 

—-■ cóí - — /písen — o tan—“ 

a a í a sí 

que es ln c-cuiej-úrt de ffedlJCrnCF&. 


enU- res teufudüf ür eje 



{2\ 
c:i el 


35. Si ni extremo libra di un eje unifórme de Longitud 
L se le aplica un momento torsional e\ terne Tú 
sen pjj como se indica en lu figura 5-j L encon¬ 
trar líi vibración del estado esuciórturio del eje, 


La ecuación (Siferejicial de movimiento- de ¡a vibración 
lorsioria] Lbrí ccl :j- es: 

¿fié _ - OH 

6P - ‘15 


in 



donde $ - taraión del eje, o : — tJ.'fj. Sea ís v.Jiraciün del estad j esuclanarlo 


d — X{X} Kt- u( 


Í2) 


RomplJiíando en {i) abfópernps 

,d ¿ X . &X , «* _ _ 

ttE sen Hít H* .\i>“ wis iit — 5 o j A =■ O 

Por cotisifulenie, .Y(íj A coi «i/ü ; B sepi exja t 

La* coíuJidcjflei de etintorftu üel problema íob: la (ursina del eje en d esncmfj fiinei ijoia! aesrwjf d memenlu re?íav- 
rütjftr ele. ¿je er el eiirerafl I; hre es si mam cuto icriLCína.1 aolsoadc es decir. 

.Y(O) = O, Gt^sidx\. = lt = T fí s£üu¡Í t;Ji 

donde íj - mftdulo comíuc etc^lasilddad, /p, - moincniíi polar di meraa del eje. 
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Uiílimndo \a primanecuación lie (i) cncunlramu que A m I), y de Jüe&untía ecuiciún de (i) nji ámK : 

íVa 


v ’ 


—-eos - - ¿Cduií sa wf 

Tur confuiente h vibración. tic| esiado esiüeiíindíLo ti. 


B = 


«L 

777 — 5K — ' 
(tI. j 


í'NiO : seü^'¿en—icn mf 

Gijjiü a a 


Problemas propuestos 

UclcrminSr ei periodo di! mc-20 fiiEidaFremal dé vibración de una varilid de ic:r~ de longitud IODO pies y pese SpOCÍiTcy 
0,3d íb/puí s , o £jw> vftHlti se comidera mu» una burra con nmboa mremat libres, fte.ip. i' = üj2 scí. 

J - ?, Una barra uniforme de bagdiud L tiene d «qremo supurar empotrada y ai inferior rbre. como &e 
mue>fa en la Jijjurai Pcffiosirar qus i«na íucrea jpíiciidu repentinamente en d extreme libre f ¡ u■ 
due-:’ una deflexión. que es el dable ct la producida por esta misma fuerza aplicada gradualmente. 

-&■ Cálni'ar 3 deflexión de i é ni remo inferior de una varilla raiical uniforme debida a su pr ripie- ¡-eso. 

R? S P- E^t'cxión - wl : }7£. donde h- -=> peso- especifico iic la tarja, L = lon^itnó déla barril y 
L = módulo de elasticidad 


[^mostrar que la eeuociód ditírtíntTuL de m ovttyi testo <fe la vibración longitudinal Líbre de unti barra 
4 UC titule iíiJCIóii trnsveriál variable es: 

é. 1tá ^ — ^¿1 ¿11 - J‘ ü' Tt 
te* A a# a* e &it 

Jlinde >j - a |.t} cí, ¿i ¡ínm rie ¡a jeed-iJn síum erital de La tana 


L 


Fíjf. i-32 


*10, A toda U liJn&mtd de unt viga simplemente apoyida de longitud ¿ ie te imprime un; vüticiáftK inidüJ V,. Deducir la 
e\pre=inn de |a vibCadúit Ira'.■.Erial hrc ríe la í-gu 
*Vq “ 

Rexp }f[x r t) =- ^ -r-sen jVr/L sen Bi í 

v L^JA-rl^í 

4], Una ftmría daúü epmtanrc Fs> actúa sobre d centro de gravedad de una barra umForme de longitud rumo se muestra 
ir, lo figura 5-33. Encontrar la vibración que re produce. <\ «u l'.erza se qn-ta repen! mámenle 

2F,-,L “J fr 1 

Rrsp Hlí, ¿1 = -—— S I _ ^ f 

A E-it- 1 * i.il. L 1 ’ L L 



L L 


1 

2 | 3 

1 



Kj- 



VK 

M 


Fiff. 5-33 

42. Fn h acción áe levíintnr una Díga varilla de ^rrcfiidófi .w aplica repenti liante ni e un^ ficíri f- en un enaTcmis d< éstu, 
Deton^tnar la whración longitudiiíal resultanie. 


fft*Fc *pLF t - 
Resp. tt{*, i) - ■— — + —-- \ 


(-Í) 1 ITX i . lífl \ 

- r * ■ a ,, , m — Jñ — C05"|^ 1 1 -■ eos—— t , 

ZyLA z*aM ¡«i,a., I a L \ L / 


■Ü. L •'.Uii _r rl er>c:-J lie M 11 .! ...-.:i. . : U :J i *: 1 1 . 11 '. J ■ .[.' i ,bl l .j Jrwicnird niHuMÍ tic . .j T.i u :ili,¡ <• v/ .c c:.¡a 

trdu a una --r hraci-Oíl longituílind'. R¿sp- No produce niníün eFectn 
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VIBRACIONES SN MEDÍOS CONTINUOS 


[CAP 5 


44. Una barra umíorme de longitud L se está moviendo azulmente en ur plano horizontal, con velocidad 14,. Si la barra 
di no ípn:-Ll ana parad -..Hiüu :■ pora, ¿Cliúl «r.) la %- 1 jj ación. efe (,i -írra " 1 

S \\L 

Rifsp u[íj ¿) - ■ " 


1 i-JF i-a 
S ¡jKn—w—t 


45. Demostrar e| efecto de La ¿¡uyiticcíc" laleraJ Sobro L vibración hjnrLudünJ de une barrí uniForítií es: 

= 

ffv" 

dor.de ¡i — Tajón de Poisson y : — j r' : dA. 


. -S!h 

&t- ó ¿2 ' r “"í®s 


46. Una fundón fuera a Fi sen «t «lá actuando c-. el citremo v =0 F v 5«t«í 


Je lhü barra unifórme de longitud L, como se muestra en la 
Eigutu 5->4 S¡ fos dm ÉUtrernos de la borra esiflti llores, cncasi- 
:xar ,a r±$piie$:a et escarb estadúnaria di Las barra. 

Resp. ¿) - — a/wL) cotec COS — L — 


Fig. 5-34 


5íí3 Q* 


47. Endadí U ecuación de frecuencia sí |a vibrión Trasversal de upa vi es. uniforme de -onpliuc ¿. *i asín ¿e las extremos 
de t-u Cíli fijo y el otro líbre fíeip. MJ kL COSb kL — I 

4A. Deducir la ecuación de íreeuendu. Je la libración trasversal de uní viga ufliforrne dt ¡ongibid |l ios dei extremos de 
ella eslin Eijc-S Rttp. s»s kf. cnsh jfrA = I 

49, ¿Cuil es el erecto ce uru fueiri Longitudinal cuní tarde (tensión y cúmpresión} Sobre in frecuencia natural de una burra 
uniforme que -rene uno Vibración trasversal? 

Rtip. Tensión: li Trecuercia jumenta. Compresión fu freoirneij J..re muye 

í(l, Deducir La ecuación de irecucjiein de I» vibración lonsitudinil 
de uní raí i Lia que tiene eos .secck'íies ir adversa I es diferí ules, 
cuyjü Arcii su.™ A t y ,i it «ipeclint mente, como « mueiiíj 
tu ]u figura 5-3i. 

Resp- tanpj L/a-¡ t&n j= .4. ] ^ 1( T l /Are 2 íJ = 


Si. Demostrar que el Término - ' ' r-^— repreMnrs el afecto ds 

0 

la i rere: a Emularía :c la viga sn M ecuación. diféreaciá: CC mC’ 
vimienLo ti* Ij v-bMCtón trus-.Eit.ul ctu víg&a. 



Flg, i-JB 


SI, Determinar La vibración del rutado =studunario Jé una vjja íicrtpkniénte apoyada de longitud L que está bajo la acción 
de una Tuerza i mern Irada F sen u-í. como «b muestra vn I ¡1 figura 5-31? 

^ 1 i 


Rcsp y{x, 4 ) 


- '¿7 




-m ¿tt a/f. ten ’hx/L “n wÉ 



V □ =en (¿í 





. Y f 


—i—i— 


. 


1 r 

i 


LJ 


f-- ¿ - ' 

v T 

Fig. 5-3T 

9 , Probar cpie pnn que Ja ckf"lcsiófl en c| centro Je Ja víftt sea ijual a cera, ¡a ilguiCrUe expresión debu ser cicrtn (vci-; li 
rijíura 5-37); sec {l/u/ñ f./íti t seeJl (t/o/ÜL/2.) = 0. 

54. Demostrar que la ecuación d¡ lerenda! de moiimicnio de La vibre don torsinnal do un eje circular con dilmetío variñbl - es 

, 1 i . ^ _ yi I T . -J ^ 3 í 

Í»íx)ípí*j a¡ n - ^ 5 ^íT + ^ 

donde p(.t? es U den. ¡dmi de miíii dg‘ ma'.crinL riel eje 
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Vibraciones no lineales 


INTRODUCCION 

Mudios problemas vibracionales de ingeniería son de naturales no lineal, ti decir, que lu fuer- 
proporcionales a los despl^miento., y las fuerzas de amorligua 
son propcMoonalea » la primer» potencia de la velocidad. Este fenómeno también se presenta en sis- 

bneal f*-'™** "" n,í,vinlien,ÍJ * ™ g nitttd aprecióle, En estos casos el análisis 

lineal usual _pu,de resultar inconvemente en muchas aplicaciones y debe, por tanto, era olearse un 

análisis que implica e| uso de ecuaciones diferenciales no lineales, el cual es mis exacto. 

tSmá *} dd eS; ‘“ Íi0 * si5lema8 «• «* que su solución general no 

«sos en os ,k,r “Tf*' < ° m ° " d «*» * *» *««"« «ft» Además. I muchos 
?*% *• sistemas no | mC ales ocurren nuevos fenómenos que ny se presentan en los sistemas li- 

ílEcl les, 

linead 5E?,!' * nlatemai¡cas **»nz»dá* para el análisis y ] a so[ ación de sistemas no 

l¡n e ,l«’ t ^ ^ con figuración es complicadas y a sus ecuaciones diferenciales de movimiento BO 

iinems. Aqji presen larri os unos poto* ejemplos sencillos, 


ViBKACIONES UBRES SIN AMORTIGUAMIENTO CON FUERZAS 
RESTAURADORAS NO LINEALES ' 

En la práctica tienen tugar frecuentemente víbnicíopes libres út sistemas no amortiguados qué 
Ibrma: ^ UTsáat ^ no l,Tieales La nación diferencial de movimiento tiene la síg.jjent-e; 




donde j es el desplazamiento y/(x) es la fuerza restauradora ito lineal, que es una función dex. U 
solucton de la cea ación anterior puede apresare en integrales elípticas. (Véase el problema 3.) 


VIBRACIONES FORZADAS SIN AMORTIGUAMIENTO CON FUERZAS 
RESTAUR.4D0RAS NO UNÉALES 

Lj ecuación diferencial de movimiénuj es: 

df 2 


/(j) - ffl. eos at 


donde x = desplaza miento. 

ni luerzi± restaura do rii no lineal ck presada como Lula Junción Je x. 
Fu eos n>f = función fuer/ji esterna,. 


La solución de lid ecuación anterior puede obtenerse por el método iterativo, (Véase el problema 5.) 


VIBRACIONES ALTO EXCITADAS 

Vibraciones auto» citada» ion Jai vibraciones auiogobertiadas que adquieren su cnerda de 
óteme utos eternos, a causa de sus propios moví miemos periódicos, En oirás palabras fe fucr/n de 
excitación es una lunado del desplazamiento, Je la velocidad o déla aceleración de ta maca del sistema 


Josué Arturo Cedeño González 


15 i 


tí: Ingeniería Mecánica Industrial 

■ ■■ -ll-r- ir. i i—» 


Universidad Tecnológica de Panamá 


www.elsolucionario.net 








Jehová te bendiga! 


www.elsolucionario.net 


i 52 


VTBRACiONTS NO fMhM ¡ S 


[ t;\?. í 



mente hasta que sea balanceada por una juntidud igual de en erg ta (tripuda por ¿ l en forma 

de amortiguamiento. La '•{bridón ¿tuto excitada ?e reducirá, emonücs. u una vibración de estado 


estacionario qae tiene una frecuencia prójima a lia frecuencia natural del sistema. Por otra pane. 


lu rata de energía disipada es menor que lu rata de energía absorbida por el sistema, d movimiento 
de éííE ccntinuíiTÚ aümcn^ndo la en urgía total presente en él en consecuencia, d sistema se ro IN¬ 


ESTABILIDAD 

Si la amplitud de J¿ libración disminuye con el tiempo se dice q-ié el sistema es ¿moble y si 
aumenta inde finid-i mente lop e: tiempo, se dice que el ¿istrjua =s inestable. 

Algunos sistemas pueden parecer iruístíihlcs para pequeños períodos de tiempo, pero realmente 
son estables para períodos de tiempo taraos. En particular. Iof sistemas no lineales pueden ser ines¬ 
tables para pequeñas magnitudes de movimiento, pero se estabilizan por ¿i mismos sobre un ¿ido 
límite para algunos v ai ores de movimiento mayores. Cuati do tas amplitudes de vibración ] legan a ser 
grandes, los sistemas lineales no reaccionarán lineal mente y entrarán también en Un ciclo límite 
asíable. 

En Su- sKiemu-, estable*, I- energía Loul dd siSEcir.a disminuye aun el tiempo, I.j energía perdidj 
generalmente se disipa en forma de calor, debido a Eá fricción. Por consiguiente, d amortiguamiento 
de los, sistemas estables debe ser positivo, 

En los s.sismas inestables se debe estar agregando ;orstmu¿tmeíue energía ai sistema, puesto que 
luí;, un continuo incremento de la imputad de vibración, Por consúmenle, l i fuerza de ¿ímortiauii- 
miento hace uíi trabajo sobre d sistema, Ea consecuencia, ei amortiguamiento de los sistemas ines- 
.tabícs es negativo. 

Así, un stiteína será inestable si la parte real de una cualquiera de las ralees de lu ecuación 
CiiricttFÍMicy de u r. sistema :i mortigua do-? es positiva, esto es. 


#1 = Ti + idi 
Sí. — Ty — idi 

¡tr(t) = c ^ (A eos íiif + B sen rfií) + ■ ■ - 


donde v . , -orí Ja* ra¡oes de la ecuación caracierUt[cu e i - \- r ~í. 


En los sistemas conservativos se puede utilizar el principio de lu energía puremial míninw pura 
probar Ja estabilidad ce un sistema. Un sistema será estable en una posición de equilibrio ?s Ja 
energía polen cía 1 de! sistema es mínima en esta posición, es decir. 




donde L,P.=> energía potencial de sistema, 
q = coordenadas generalizadas. 
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VIBRACIONES NO LINEALES 

Problemas resueltos 


153 


L En Ja figura 6-1 se dan dos sisteman vibratorios. Demostrar que estos setentas tienen rigidez 
variable. 



í.v."r^ 


a) 


' a i ^ Cl Eiitema ¿imple rr,ci3a-í»0rlí qus se en .i figura 6-1u?>, los resorte; i . están únicos a m todo si :¡empo. 

ntitntrai qutf los resorte í: ui:Lúan solamente cuando et ¿¿■p'lajiirnaeFitn úc !n innía »i ¿t mpyeí 1 que d. Como supo* 
tierno i que Jos rMOjrt* se ca Tripartan hnealmeaB y ]jí siiperfidés son lisas, ¡weir.os: 


í’(0 = 2fc l jf 


I.uir.-Jj d desplaza miente ti íítíílOr que tí) 


F{t) - 2/qx + 2 A 3 (í - di 

- i.2fr a — üv.j’ív - íífjíí {cuando el if»pTaz amienta es mayar que ¿í) 

OS dedi:. cuanda e| dcsplasamLento OS la nasa er ti mayar cae d. as resorríí k: entran, en acción, con lo cusí sí 
aumenta Ix cansiank cldsiisia latal de] É-ri le (íflura <k-í(c> so indica ln vnríndón de la Ajeria dUjuca cap 

d despfazaíitierua. 



{ñ 


Fig. e-i 



(61 


I r, C| --iiii ■ ■ ul it se :v.ic:'ra c:i la .igu j a- ¡ ■-1. c =- ■>. i: r u i.i c • >: 11 i c*! . :ni.:.r.i . ¡i jiií:¿ :üí ■. ¡ .i : -.1. i 

l|'jc chIc se deflec;?, Cuntido ¡O cetlexiún atienen -.i, la superfina de can tacen ismhién aumenta Pnr tinrq, l:i defte- 
Xiin htee disminuir le longitud efectiva del caladizo, ts decir que a mayar dcílcsian, menor loncitud tíeciivn detstí- 
Como la n^dez deJ veía dúo depende de s lengiuid cfolivu, |¡¡ deflexión de éste aumenta sj ri^idE?, En resumen, 
el f Esterna tiene rigidez variable, SOASO ¿0 EjldEoa en la figura 


Una masa m está suspendida per un alambre extendido que tiene una tensión inicia! 7\ como se 
muestra en i a ñgura 6-1. Demo-strar que Ja eeuacióji diferencié de movimiento que rige ei sis¬ 
tema no es lineaJ. 

l"is el prnHlcirin f tic] capitula j se h&.-J ti anúli'is de - pínhlnn i pnrecjdg, Cf. -.'I ■. ,il - supnnn que la ten riña en 
*1 Cambie C£ constante. Aquí Ler.d remas en .-uenJd el efecto de Ja vp.-iaciór* de Ja Ltilsión. Para un cerpla ??. mielen vertical 
de 5,i malo, i. la LüFTí^fKinüicnt't; (lefitrm»dtjn en et alambre, ti: 


VW - I- y* - L/2 
U2 
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ÍS L a '* ***** a]a mbre En casKücnda Ea <s™$n del«JuntoáflMfl cfct drjpliuiiinEeqio rr + A e s 
deníIc ^ * íJ ircii * & trasversal * £ « c | mMul** Acidad A£ *•'’ 




K n , C d 3r mL1C5rr: ' " “ ^ ^ ,l flWÍU ™^uractüra que jctüi. sataU mw m n fe dlreccES^. ctl^T f agjg 

stfl ü = * *-- 

vWi - ? 

Suponiendo que d taplazim lente >- t¿ pequíAfl cumpa radtr cuti ¿, BnémoK- 

._I _ 1 




í/ 2 CL/2) vTTTsyTEp 

Sfifl * = 2 y/L - 4 j¡ifU¡ 


= WU2-ÍWLP+ —1 


]a qUÍ éSla C3 W " n atnDrtrewamsefun, Ln «¿Huáta diferencial di <r,*v.¡rn¡flno 4 t¿ Wft ^ 

m V 4 - Siífr 1 H-jlÉ T r) sen ,9 = 0 

Reñí plaza ndo i y sien ¡? poe lü opresiones cgqrespúiidEemes, tenemos. 

* iT , MF/' r \ q 

*í + a ( + a»^., 

■ il,nbre - h “■ - *-^w^ <• «* 


i. Un péndulo simple sin fricción, como el que se muestra en i,a figura 6-3. 
se sudta desde un ángulo 0a sin velocidad foleta!, (aj calcular 3a fre¬ 
cuencia natural pura Angulos de gscjlanión pequeños. (h\ Ulíliiar dos 
termotos de una serie de potencias corno aproximación de sen ñ y eu- 
copltfúr la frecuencia natural utilizando integrales elípticas para 0[] = íM) > . 
1-Tf Determinar ]ei frecuencia natura] utilizando la forma exacta du la 
ecuación diferencial ác movimiento dd péndulo. 

(¿f) Pii-A Snjjuloi de DKciiíddJi pcqueftdi. k ttwad&n dsferenciáL de movimiento se cdi¬ 
vierte en; 

mi’ í = —mgL sen í 

u * -h j SÍL)S — O 

riflíidt (C ha fernfitaíiidÉí *en s per S hriL¡>n<xi. 

»* = ¡rad/ües, T - a¿£ 



Fie- G’3 


v'ff/L 


{i} R ^P'^n(te sen Í por fí - flü/flj, ecM:ic id n liemovimicnu que^; 

í + t¡T^}# “ {$fñL'}Q [l — o 


MnpÍHPiriA . cPS -íw 

duenda 2í~ ri y W^^da’ íblEGC ™ ; 
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A. 


f- 




^ = L m ~ £ '^ ~ ^ 0 

H agimos ü = ú ü entonce*. 


= “X ¿ 1 * + J ir'" 

Si 

- = - JjY «“) J i + 


rff 


V'íí - í 3 “ fl-fl «tí 4, flí + í 2 - =■ 0¡{t -i- HÍOÍi 2 0), 
ÍCU 0 d$, Qi — dfldt Sí — S 0 50 , p íi^íJí 


fterh-pltimndú e:-tos 'tlcrc írl 1 j ín;*r¿s¡ón de ^ e ¡¡V-«grr>nrio. afitenrm os: 

í = 


i p dé 

^fgJL '- .;i Vi h V^o 1 - 1 r H eos 11 


é> 


OH 


Sesj Ari = — ——{píL — ís|/ 6L)- Entonces* 
1EL 


T- —I 

£ i--“U-cob^)J - + .:e/sí:)ffl. n 't a Jti “ fcfais»- 

1 _ 

tJsÍL — pvpSL J a Vi - fcj? sen 2 0 


t ss 


Ahora. = 90^ — ~/2 y 


t = 


tltft 


1.19 'Sff/L J o Vi - <J4$8 6 sen “ <¡r 


que es una integro! díptica incumplsu de primer ¿¿¡tero. En een'se^Lcnda: 

4 ^2 ds 

T = 


iaQt/sJL Vi - tuse y**# 


7,32 

yfo/L 


“B 


i .■ i UtUÍ?£ndo Is. í-.rrr.a eaUClii de :ü ecbaciátt dLfcreJieill de íinovimiesco 3C lleca también i ir.d enjíííitjí r.el per indo 
de oscitación sr. ü fóirtu it un.i Iriic-ra! elíptica de primer gfrncro: 

/**.) di 

Vg 




r/j 


= _1_ f”_ _ 

vW V D Vi - «n a (fV 2 ;- ,cn 


f 7 * 

— = J__ j 

2 í v77l v 


(coa — coe 

17r ' ,a _ d * 

5 Vi — r- tíisífi 2 ? 


_T,41 

\®E 


Sí" 



“—-»*- ® —X 

/ 7¡n¡ \ 



Ye) 

1 

1 

fe* 

i 

1 

i 

¡ ' 




Observamos que los resultado» n&tenjdcs, no sin i|natcs. En reaIIdad, el unú-liiin de !u parte (d) et exacto pera 
arxplindeí de oscilación menores de 2C\ Para un ángulo de 160 a el período es blü si dnble que ttóra u-a amplitud 
muy pgqucAp, Cwdo la amplitud » a pésima a iaQ u '. d periodo de otdEuc¡6n « nproximarí » Infinito. 


1_n cilindro ¿óHdo homogíneo de radio r v rr -¿.vd m 
í tieda sin desirütir sobre un plano hori^uiuai bajo 
la acctón de an rssene lineal k ljuc üítie iría lon¬ 
gitud itbrs La., como ¿c mutnra en ia figura 6-4* 
Deducir la scoacián de rmowimiento según la pri¬ 
mera aproximación no lineal 

Ln cualquier nsíanls st>nsideíaóo, el cilindro 5siá rorar.cn 
jltedirlor dd p^nc.í C & ti punLu de cuu lucíü ú --tnt:o ílií 
latitám?" de velocidad -ero- Pnr Lamo. I-i ecLdción ce movimiíti¬ 
la CS I^iW = d-9 t donde J c — J r , 4- jíIt*- es- el müindOlO 
di íllCKia cid cilindro con respecto ni puní" C. A>í, 

f^mr 2 -r mr 2 ) V ™ r 

ctofldc F.j = cornipn r.en t i horizonLal de id I’uetia di3 [íiC-rit- 
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resorte cv 

dL = VA- + * 5 - 

y ln componen te borinjiitaJ de [a fuera del resorte « p pof c*nsiguiett$ 

^ z = [kW& fí* - Lq}] _ 

+ x 5 ® 

Según |ü primera aproximacíéu no lineal. 


W -i- t? /VI + (VA? " *" i + p r ■ 1 

y Ja ecua^in-n de movlmiínw sí uún-vlerté ch 

I™* 2 * + fcr* (i - . ¿ * ¡ = fl 

Como no hay desliz ¡Muen Lo. a - ¿f T y * = x/ r \ enrancies. 

J i< J "1 

2 mííT = o 

^ J 

ti j, atf/ t ^"í^i -J^g 

rfta + &»¡^ 1 Tj* +■ s*a 
que representa un sistema que tiene Tuerta feütaiiradnr.i no finen!. 


- 0 


’’ mecánico que tiene una fuerza restauradora no linea! está accionado por una e«¡- 

tucán f„ eos «/, como ,c representa en la siguiente ecuación: 

. ^ -i" a¿ L — ¿íar 3 — eos id £ 

Determinar la vibración apro.*imadj del listado estacionario. 

La fuerza rcjtauradcira nti lineal &x 4 Sx^ m -nret-nn , 

ppÉ«nlfl 4 Si 0 V mitivu i* rieidw * ur n«ira Tn Til T R ® nte I p0T ,,n fCKM ' Cí cu >‘ a variu con et das- 

I, M* disminuye «a c« y «di W , « M ^TTL^7Zi" ^ 

Considerando únicamente valores peqneiws dr ¿a \ f. ; tenemos: 


■x - -ux — jUt» + f r 0 eos ut 
Suponga moa üm primera aprfliímadín di Ja «imán del ttiMo cstadonariü 

*] — A eos jí 


W> 


Js ecuación de mnvirnieoLü 5 C convierta entoiwei. su 

ís = -«A eos wt - M a W di + F 9 coa uí 
c ^»«* - I fftSd! +- | coa 3dí 


E2) 


r fl ) coa tít - ^ffA* ios 3*df 


Aiio ra, 

í P° r íanlu lq euuación tf) puede cspfeünrje eomh: 

xa = — UA + £M 3 
integrando Ea ciclón (5) dos reces obtenemos; 

^(¿} - -j M + f 0 A* - F q ) eos * £ 4- i eog 3uf 

** * r - w ^ p 

(enen.snu, ,« » s . prcienUn „ ^ s¡s . 
Turma que er Jos von Fucria rrittur adora irneii^F 3 " slauf:i '«neal la reso canda no opurre de la mismn 

í ser íüttiy grande para una íaerz^ da cualquier frccuencm^a^™-” ’- — 1i-,lUÍ ^ P gíds 3Jc Sa f 

pira pequefi.ii usriptímcJ cü .Ic vibrEipAn 


i.JÍ 




ilü se deie a que fü frecueodu ntfuml del Materna 


“* amplitudes d E íLtec ¡ 6!L 

stiecde Te ctrntrurie p 3/i slstem»» Ole rtsorLes teiidot. ^ “* .. . " i ‘“ r ‘ l “>« '■ amplnuC de »lbnK¡ín J 
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Además. te ¿r, pillad de vlbncúlu puede ¡lunwiiUf o 4?m tuit rcpefltjflimíínt'C cuaido la fráL-uencu u esté cre- 
í-iendo o di smír-; yendo Vítg se mnütlM en Il 2 ñ*ur«i 6-5 




Hi*. 6 -IS 

Par-i una ■iifignituü eo¿LíUm(B F,. La amplitud fie vibradón aumcltuu j 3o Larfi-j de 'oí pu.lt OS 1. 2, j y A, tUuadoá 
sobre la. «uva. cuando la frecuencia de excitación a¡ auíucnsa I enlámente; obsérvese que La ampEítud de vibración salta 
Jel fmato 2 al puní." 3. CjumJj la. frtíL uc:cli_¡ ¿= de extitidórt - dtsiílJJi. v'tí UiLiki-czUCl Jj artlpUmd de vlbfidÓR seguirá 
Ira puntra -i. 5, í- y L dando un sallo pare:ido ni anterior, del p r.io ? ni puntn 6 Esto se conoce <oij , -c c\/tnór>t*tiQ «W v.eíí-i. 

Es c-jTo que pare una fr:cucr.:ia de excitación dada evüter dos ■ alores diferentes de amplitud ce mr&ciór comn 
-.é [Mi-eile eb«n «i* pfa 1 ,'lü ¡¿gloses -.LLiiáreijji de | JA ía-.'üi rt=4Ír, i umplitue He vibración r.o p. una mieMn de tu 
fren -cocía He evitación y no tiene un valor (mico: «te hecho cwitTArin a 5 qs sísícc".** lineóle?) 

Asi mismo, la vibradín tuíisda de ¡sistemas con fuerza restauradora no Isncal. puede tener j'rscunuüs menares 
que In Precir-enda de excitación m. btú es ¿oíiúcida ¿onvo vibración Jubármónico. En tos sistemas con fuerza reMturttdora 
lineal, las «ccuíocias ái las vibraciones forzados. sos. sienapr? iguales f. fas frecticadas de excitación. 


VIBRACION autüi:xcitada 

6, Unt> viga uniforme de longitud IDO pul y área 
trasversal 0.1 j>yl 1 está pivotada en uno de sus 
extremos. Un peso de 10 tb se fija aJ otro extre¬ 
mo, el cual repesa sobre el cerco de una rueda 
que tiene ÍO pul de radio y está rotando a una 
velocidad constante de 1200 rpm. Sea (0,2 — 
0,001 y) el eoeficteme de rozamiento entre la 
viga y la rueda, donde v es la velocidiEd relativa 
entre la -iga y la rueda en la línea de contacto, 
Determinar 3u vibración dd pee. ¡tiutiidn en el 
extremo de la viga. Tornar E = 10(10)* Ib/pu! - 
para el materia! de la v:ga. 



fie.tí-G 



Esta ts utu tiplea vitración JlutocxeiMcSn debida n fricción seej, cutre ¡.ucerlte.es. L.= uiu.gnlt.ud de l¿ filena de Ldcetón 
dlituÉiiuye cuando la ^slocídad relativa aumenta, ocaaienando luí amortiauamicntei ¡negativo que sustenta la vibración 
tld sistema. 

Lfi vclOúsdid ül Un püclLO ilttiAdí) i-íbrt c| cst» He Id rúcete ei 2r{IO)U2ü0 <iO> - |25fi pul/seg. Én. uaní-tcuencíj 
11 vdocidad reía ti va en el punto sie contacto c? 

y 73 1 — i 

donde ¿es La uttücid-scl deI peí.-.. uni-Ju ui extrema de la vjg», 

I.n fuerzrt de fricción que ;LClü? íobfí ]a viga es; 

F = ¿i:V - 10 [05 - 0.0&1Í1256 


i' = 0,OI¿ 


10.56 
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nts ** -* **—* ^ m - m m ». , ^ ^ n 

j „. ._ le ,|nM] P«* pequeñas 

. AE [*/L) - o,inty(ie]fortQg ^ 10 M4 w 

Aií. tes «Wdíft de m^mfeme de} peso ^ C5; ^.«0» 

p iio/tf)5T+ lOjWO, * o,m;- 10i m 

* “ tuse¿ + s¿ 6 .oao , i» - -40 í 

íuv£ aa.lwt6n et de !g forma 

?"* “ VK " ; - !«W - v inoco - O 385 77 - _ 

■?* W? '= «¡rodea *1 PC» jr<j ^ - Üí4 í B = -«7/386.0(10 = - 0 , 0011 . 

afíJ “ Aa^Mi j0n f52 4¿ lf ^ _ O Ej0lJ 

£" Su'Sk I ía,lCli WUr ' tíun & re!at i va ^ ^ 

Sw--a:e:¡S!^SSBS» sskm 5 


ESTABÍL1DAD 

7 ' £amoitigtiamiemo. e 5 «ftft 

b rn. ta*/ h SES:* 13 '**» di 13 raa - 

Apljcar-do 2¿r _ ecyarign 0: moWmkíno & 

Cambando et orckfl, = F„¿ (/? 

m *+ k * - Í^Wi 

U ™ QlÍrl í ' 3 t3mJ ^ PUide «prense como: 

=r r*w)^ 







Ü> 


Fi(f. e-7 


Jondr e; miembro de la ^q^erda es r* r , ía - 

Ttmsila «urtfa potencial de! retórtí). ^ ,0 ^ ^ ei,0fera lí]C!l3 <* ®ta>(« decir. lo «pÉ-jfy d¡w . líca de ^ 

íLHietmi -Míi diicnmiívcndri deludo \ U predela 1 di am ** nc ^' c ^‘ 4, |jW¡' : Minifica flue U cuitidad de encreíg ou¿ niw* i 
guíente, d sistema atá oscí^dg «t, m p\\m *m*WÉ¡IÚ$Í Por «mi- 

Jid & dde .«ergf^jrj,^ «i « W Ü* Jígnln^K , M [acan . 

- ! ~ a ; r pií - *—- - f s] ™ — 

ifl m^bién wiídrBoritó*^^: 


j ^ f a j fc 

M .. , u i ?b 1 " r jji ^ ^ 

u.íiJo #m*n larcuadóii (4i ofcieriepwi ¡a 

^ Ia *W5« ranwerisfca dci aisIC£i]a 

r2 + ^ 

~ r + « = O 

(e- 



14) 


íí) 


' 

do^de t ^ Rn con duenda. 

a(íj = Cí-Kf^ ÍV ^fí f+ . 

^ ¡fe ^ íffllCfllni 

a , ' . 5' d a ^nifi»iafa= ejno presenEtím E ^.-„ « 

^URicntari iluuitadamciitd y «| rf liemtt „ r«fí*£ ma ” í & dd tistes. ^ 
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■d punt-y 
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¡Ca dí U 

j ¡OC £Ü 
0 ÍCWÉ- 

c ' 1 íJtfl- 

i mera- 


i/J 


tí) 
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3. Un sálenla simple masa-marte con amortiguamiento es ucciomidú por una fuerza que c.s propor¬ 
cional aE desplazamiento de la masa m. Estudiarla estabilidad del sistema. 

Utilizando 5f “-«id, Ea ecuacioü diferencial t£e movimienuj es 


íti x — csr + kx = F tí x 


y ca.T: 01.a neto ti orden 


e w k ~ F(f 
* + + “*“* = 0 


(n 

(->) 


Haciendo X = ^¿TI !ü cenadla b?) übLencmüi li centón ctia^Lcíistsca 
del sistema 


, _ k-F a 

r- -P -“?* -f -— — 0 


f’i.s = 


A 51, 


.JL - / ^ _í_ V : _ 

2m wS$mf 


i(£j t=-i Ae) r i f -i- Btí r i t 


k - F n 


U) 


M 


01 


F n at 



Fip. G4 


donde A y 8 son qnnstanies arbitrarías que deben ser evaluadas de as ron di car.es iniciales c«. problema y r y r: están Ca¬ 
das pür [Jj. 


Cuando fu > .t, r es ¡uüüvu y negativa, de mndu que 

<X{t) = At r i» + 


(í) 


donde Iii mauniiud del [Mimer térntihn utímenla cQti el tiempo y ln del sefundo disminuye. Por consiguiente el mcvjmiento 
del .sistema es divergente e ¡net^hle. 

Lfi írecumuiú Bmcniguidiq ei 


U<1 "\j ' tr-i y 2?»/ 

v si F- os mayor que k- h. cantidad que «ti bajo el radical « ne-gaiiva > si :-v irruidle ccl. Si ítem a fie- s$ osdEstorio, 


k — Ff¡ — f g_V 

m 


9, Upa masa m está fijada a un extremo de una varilla rígida sin peso, la cual a su vc¿ csLá unida a 
otra varilla.^ La varilla Afí exiá pEvauda en su punto medio y en suí extremos tiene dos resor¬ 
tes <fe rigidez k, como se muestra en lu figura 6-9. Estudiar la estabilidad dd sistema, si el movi¬ 
miento esLá restringido al plano de! papel. 


■j.'i 






Fif.6-9 

Lj ecuación dirercJKirtl de moví miento v-uS d.idn por 5 T/j — 7 $ 

thL 2 V = mgL sen s — 2/fíL £ cog s 
’fr L — íj ten (? +■ 2 kLs ci >5 s/m — 5 
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Suponiendo que le» fingido* de osalíndón son pequeño*, pódeme» luítt un tí = tí > coi í = i y k «tuicLOít de movi¬ 
miento suri .. , ,-- 

L t? — {¿.fííj/m — g)$ — G y s.d = y-A/m “ p./r t nad/sej 

Si p C 2kL/m, ^,1 es fesitavo. En eida pendón el \\tierna t$ «xablt es dedr qm S(í) = A coa u f t. + ÍJ stnui K #, 

Si o > 2kLfm, es -cgaTivo En stia pedición el .iij-tems es inesi.iblc, es ri-ccif Qur flf ■ C euph tu.," I £> <¡e-ii Uj ,f 

Vamos a prcóor la estabilidad del isistemu por medio tfc'l principio de En energía potencial mínimo, La energía po tíñ¬ 
ela! de!, ¿tierra 

E.P, “ kL'i$i —■ — cosíl 

dónete kL 2 9 * CS la energía de los resortes y mgL f! — COS í ) « id pérdida río ¡energía debida i la pniiüóft de M mavi nt 
Ahora, ' 

jcep.) 

— -j- — S<íL-í - Hm í 


De mrdo. 

¿*Éh.P3 


> pare 


<u , 

Jd=a 

> O le "amos que 2.L1 : :> mgL- o jos que 2LL¡m > g. 


Por canta. la ¡Wfllaún de s^itbno í O mí wLihle *\ H;L}tu > j. o ida si A- ■ j-jij/’í. 

10+ t Un Eublón de madera de longitud L . espesor / y peso Tiesta balanceado sobre un cilindro semi' 
circular de radio R. cuma se muestra en ta figura ó-tí) (a) Si el t¿bl¿m se indina lige ramera le, ¿.cuá 
serj h: condtciuri para que huya equilibrio estnWe en esta posíciiSrt? 


Pi]f. A-l II 


Supongamos qnu e| cabían oicLía sin dektkar ¿abre e| cilindro, cuacdo sí ha inclinado ligeramente., Vamos, a protor la 
estabilidad de esta pasígiófl riel fal;! in mili/ando el principio lo 'rierpi-i potencial mín Tía 

En Ij. po-síción desplazada de: tablón, q¡¡-c jt muestra en la :iai.r_ 6-JC{íj, ir= eijergis pcleridd del sistcms se debe 
ú|ik.menee n ' i ou;ilLíLi;i¿-ri iirL cemro ¿s ara-, rtloc du] ubl¿n Aií. 

F P, ■= ir ( ff. + r;2't CCS >? +■ Re sen a] 

y la pl ¡mera V sernida dcrlvr iis ce E.p. con respecto 3 ■? sor 

i - — V- — R sea $ — f í/£| sen í -i- R sen í -I- íí? eos f 


di 

cPt E, R) 
d¡í- 


Emplcamüi el principio rte In ccicrgU poicnciiJ mínima, tu parte supnríwr del dllactro wri ma pasldúu de «¡uinhriri 
esíF.blc ¿i 


d'E.P i 
di 


t/g-F.r 

ií.5 2 


UcIjJ (est?mü& qu= J[k P.)jtlfi — O cui^dn tí = l>; por titilo t — O e.s uoü piLSEción de equilibrlo- 

Dc 12) obtenemos *f J ÍF,.P,)/rff ! > O en tf ■ C3 casado R >ifl\ en caníséetLeitciii b eondiciéa rlc eciiidibrcí «tt* 
ble íJe.i tablón ín ¿? = G » R > j :2. 
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11. Eí ia figura ü-l ! Si mutólfi una tías® ■-■J qy.j desliza sobrz un plann tu>r:¿JnLüJ liso -nl;T= do* «sarta lineales que :ienci: 
una rí|ii 3 cí ¿ y k;, respecLivamenle, jL*j ruwflet ni sopuruin ningún feíruérao euando Iil musu esll ec la posioín Je equi¬ 
librio. Eitcoaifar la frccaenciij natural 

. r 1 3 

iiesp u- a — -—-— racsi-c 

\fwi 'V'frj' + V*’l 


it] 

YvW/r 


k„ 


. 


FEz, 6-17 



Fij^. ií-12 


U P Dcmostr-ir cuc d príneipiü de la superposición no fi$ valido píirti erm ecuscidn Jiíereadul semejante u k sjfuiente; 

jr -h .G-r 1 = f) 

1| h Ufl s.iblóit Iveimciftéiíeo 4c modern Je lntt(¡Lud L y «pEsor ? reposa sobre un soporte ¡iEmí-L-ifeuUr de radig /?, como se mues- 
Ifl -;n la figura 6-12. Si el íablór Sí ¡nzILnu ligerainense c&cikri £i.i dnEizar sobre el íc parle. Er^unlri." LaíO'Jaoión £* me- 
vilmente y demostrar que no es IneaEj 

. fifjp. í ..'iRfY - ií/í!- 4- i¿ 2 - L-Vial - [íBÁJí- Re QQ*e' r a — |i7 sen o = O 

M, Dn::m _ :jr si periodo ds oscitación H: -J cgulilIúiI de movimiento aü '¡acal ?. — C- coa las COn r -i cienes. i n: riele: 
_'c(■:.: = I y ¿OJ) = Ü. Res?. T - 7 h d?seg 

15. Otrosí "ir que el aepfoclo 7 1- un pendo io simple se aproxima a infijiiio marido e. ftogulo -era. fl u m¡ aproxima a -’ ! . 

irt. Usa varilla delgads y humosinsa Je íongina-í L está pi-ada en un cki-íp-.o. de suene oue l sede as raí Litremente en .:n pls- 
no vertical, cornos muesrrj en k ti gura 6-13. SJ la varilla w suelta en la posición tnjruon¡i)l. calcular U velocidad ungular 
de ésiü tu anda pi:s po* .3 posición vertical j el tiempo requerid-: • pirj. llegar 3 Cita posición. 

U — \ r Sff/íi ratSi'SCg. tiempn requerido = 1, í-2 'JÍJü See 




C.G. 



Fiq.iMIt 

17 . líete'misar la primera apretinan cu .t-i(0 - Lu snluo rn de l_ s. £ uLu:il« OClitd ún 

x H- qx + ¿?í 5 ,ííf*ij cOSiff 

¿.Cuál « la rcEaolón r'recu^niHu-aictplitadv 

finp. rj(íi = A eos vsf- — .'o v 'J: l‘os 3*1 + |f Eiíí 

JR, I. pa iy.jiki m rep«*-;i -afcre Üfia banda lcys>POílaiJcra q?-s se mUC -0 a »ÍJ8 vcígcidatl íonstDñX ^ caro se muertru >• I a lE " 
i gura' 6-14. Si ol oocfícienLe de rozamicnui «itri lí£ supcrUae* «n eúmacto dismmuye ligerjiiiciire cusr.do atimenia la velo¬ 

cidad relativa entre \xa mperficies, dcrrwslfer que a partir de la poridóo dcnreposo scdeHarroHa una vibrutión ei la masa m. 
ba, : -j lü más mínima perturbación, 
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í CAP. fr 


19. Demostrar h vibran .««.«¡«d. de u mam «, d=! aiucma „ue sn mralrs w „ „ 8ura es inHíabb 




Fie ' 615 Flrr.Wd 

2 Qh P;nbar ra te Icí jij^H quya± a CUfl fllü ícs atacterbiicu son 

— rS ~ 4r t 5 = 0 , ffj) r* -j. 57,2 r 2 = t» 

(o) Inestable. (¿O Estable 

# Ja pileta « i T «¡«"¡Ibb í~ b r 61 P ^ ] ° íFmplff qwc Sí muc,lía crt U ftfc 

te corearos *. come? « muestra J la ífí£ Sn f* “ trCrní * Lltnc Umd ® otro «Lr«no tt* resoné 

Xtsp. kL t > ' EnCDmrar 1- WWSB. *■ «labilidad fel üítíma. 




Fíe. 6-17 

y “« *“ * « *- — * *«**. »™ *m^r. „ j. „„„ ( ,,. 

2ír / . jt \ 


Rts P- s iisterni es cambie si f l - ~J > (¡//L) 


JNT 



v\tw\s/|#| fi jeicriáricB 
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Analogías eléctricas 

INTRODUCCION 

Los sistemas mecánicos pueden represenLarse y estudiarse por medio de sus circuitos eléctricos 
equivalentes, ios cuales se con si royen más fácilmente que los modelos de los correspondientes sistemas 
mecánicos; de aquí que sea rtiás conveniente tomar los resultados experimentales di los circuitos eléc¬ 
tricos equivalentes^ que de Sos propios modelos mecánicos. 

Lus circuitos eléctrico* equivalente* se obüenen comparando las ecuaciones de movimiento tic los 
dos sistemas. Utl sistema mecánico y uno eléctrico son análogos si sus ecuaciones diferenciales de mo¬ 
ví míen t j son matemática mente iguales. Cuando esto ocurre, los té r mí nos correspondientes de las dos 
ecutietowfs diferenciales de movimiento también áort análogos. Los circuitos eléctricos ceiil míenles se 
pueden cot struir utilizando I ig luyes de Kirchhorf. 

LEY ES in: KIRCHHOFE 

Ley üV (tí letiMÚn de Kirahhü/f Ln cualquier red, ia suma ulgcbruica de todas las tíniiones alrede¬ 
dor de un circuito cerrado cualquiera, es igual n cero. 

Ley de lo cómeme de Kirekhojf: En cualquier circuito, la suma algebraica de los intensidades 
de las corrientes alrededot de un nado cualquiera, es i goal a cero. 

ANALOGIAS ELECTRICAS 

Existen dos a na logias eléctricas para los sistemas mecánico*: Ü) analogía lensiórt-fuena o ana- 
logia titctsu’-ituiueranda y (2) analogía t&rríwte-fiteraa o .mulogi.. fiíMa'eapudWrtcia En mucho, 1 » 
sistemas la analogía tcnsiÓEwaaiá'ra la más útil, peco en sistemas complicados es difícil de a ti fizar. La 
analogía corriente-fuerza es más una analogía física que ana analogía debida a la presencia de ecuacio¬ 
nes de movimiento si mi tures y es fácil de aplicar. Tiene la ventaja de que el circuito eléctrico y d cir¬ 
cuito mecánico son de Ul mísmn forma. La siguiente labia muestra las dos analogías, tensión-fuerza 
y do rnen te- fuerza, para sistemas mecánicos. 


Tabk 7-1 


S&tLiii mecánico 

Sistema eléctrico 

AnalOfiÉa ccnsfón-fucvxa 

■VnjüoEÍs CDnknlL'-fuerZfl 

P-íticítíu de D’Ajcmbcrt 

Ley ¿t ja 1 ensi ó ir de fürdihúlT 

Ley de ¡a cuídeme de K ¡ rehiloff 

Grado de iLfcrrlati 

Malla 

K-ide 

Kxttrza aplicada 

J íle: rupigr cerrada 

l me mi piar c«faco 

F Fuerza (Ib] 

v Ten sien i™ 10 

j' C enríen Le (ump) 

i>M VílüJ, tlb-itg 3 / puJ) 

L inducían da Ch«irío) 

C Capad t angía faradio) 

jl Dc^p]LLijr[LjenlL' ipil 1J 

q Lirga (culombio} 

rfi = J WÍJ 

,r VciaddiJ {|iu¡/'íe(> 

i' Cárdente tu una mi; i (ampl 

".■ Temido -:n uii mino (wk) 

c AlFiQnjjzu aiinÉen lo Qb-Síg/puL) 

tf Resistencia (ohmio) 

l f R Coird lili an ci a 1 mino-) 

¿ Elasticidad Ub/pui) 

¡ ¡C J Capad tanda. 

L ¡L \ i ln du run ci £ 

Elemento de u.c&pT?m kinin 

fe[emento común a dói ftuiIIjlk 

liLcrnünLO entre den neldos 
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. . E ? general, para establecer los circuitos eléctricos equivalentes de sistemas mecánicos se obs, r ., 

: i¡ '** fuer - s ««ta en serie en el sistema mecánico, los elemenTos efeScos que r 5 
presen Lan estas tuerzas son puestos en paralelo y si las fuerzas estén e „ pafa | e ¡ 0 se representan noreh' 

itiennDB coJ&cados en en los. circuitos e]écE.rrDO!i ^ 1 " L L ' 


NUMEROS A DIMENSIONALES 

Sde 1 3f™Í!ü.!! StemaS ldént,C05 LOi ,iÍÍBÍCT, * S dimensionales pueden obtened del nná- 


™ ~ “ ,,J,,SIS «inKntuooa. P0« obtener los factores de escala correctos tales 

lis fs d¡mens“na“ ^ t ‘ d,nlCn5ÍOn -‘ lis Atenerse dd aná 

tr/te=C s /C„ = F/ka¡ — vCJq, <?/km = jpc/L 


flij/ma = 


Problemas resueltos 


anÍI ° S0S dd yÍbralÜri ° de ™ «* - erada - »**» que « 



itt 


R 

V.Y'AV 


■N 



FSi, 7-1 




Empicado lü ley del au vi ratono de Ncwioa, la ecuación diferencial de movj^t, *5 


d-x d¿ 

+ = /tí) 


Píib Ib red «UctrJci que ¿e iru«sr a =„ Ea Jipi™ mffl se fflüjfc escribir Jrw ecuación « n 3a siguiente forata: 


( 1 ) 


C—- a. 1. — • i , di(¿0 - 

C di* R dt ' l, v “ - 


donde 


c " «pirita nefa i i = , 


di 




R ~ realHkttcío. (f = 

T '^4' z r 

L ° índuoenda; ^ -- J vd£ + é<0} „ 

J íucriir etc curj ientií^ 

V — tensión 


rep,»z:i%™^udU 0 ^:^*** 11 *** *■» * >« *****, 


<** »***«« & ***** im m 




-■ 



i onQno.no 
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PurfenfUTS expresar ¡ l ecuación {/• co/tio: 


(Üfl 


ex 4- t 


j xdt = 


d t 11 1 '*“? ~ fn 

íJ-OTSde ¿i.-rfr se h¿ remplazado por aryx por j * ¿Íí. AJinra. las ecuador.» (i; y iV i jnn tic la misma forma, 3 e cu a] sigrii’ 

■ lL ‘ i qi:e los ¿iitcmü.s rcpfCSMiCddiüi por «tas dos ecuación e? son _ntiesos. Iln oirás palabras, ¡ü teasuin de exciiacton viri 
es ¡5nalción ¡i ]j fuente de «uliiiñn /(*), la corriente en la mal la. f { s* a n Aloja a ía Hlotldad de la mnex, ¡í, y **E fluetuívi- 
rr.c.'LC. tita se mxioce como snaiagfe wüS-ó-tnduc tora c/a o Qnatogsn iea^ión-faens- 

rmegrando una wr la ecuadín t'í con respecto aj tiempo, ohienemoi Ja ecuación de corriente de lo red que se snu«- 
tra ei 2 En ti gura 


r (ÍV 

dt 


R + L 


\s 


i; d£ = j'( í) 


(J? 


I. 


(r.ü «uaciúlí (J) también se psede obtener por k |ey dcia Cómeme de KJrdlhoFT. 

\xs- ecuaciones (4'i y LVl wn de la misma forma, lo cual significa qui ÍOí iá-temas rtDrúseüLLidos por Mies dos ecua¬ 
ciones sna anSlo^s. Por tanto, la corrí Bo té de Mdtadón til) es attAlugu a !a j'uer/u de cKcíracióii /[()■ la lenaián en la ma- 
Ha, ¡., CS ¿:í&io¿¡L a la velocidad de la masa, p, y asi sucesivamente fót* se conoce corto onalojfíc masa-capacitancia o flan- 
logia curtía» ff/n crjíi, 


Un circuito e-léeirioo- consta át un condensador C r un inductor £ y un Irttemiptor* di a puestos en se¬ 
rte corito muesír^ en la figura 7 El coíiden&ador íiínc inidalínenie una carga q> y eí inte¬ 
rruptor se abre en un tiempo r< O- Si eE interruptor se cierra en r = 0. encontrar la .subsiguiente 
üurgtL sobre el condensador 


C 


* 


1 -¡J&í l- 

L 

(uj 

j-2 

Lmpicn neo Ja tey de Ja tensión de KirchíiorT, ttricr.iút: 

C , , di „ 
r 'dt ~ Ü 

dondíi q ts ln earga sobre el «nidaisudür C, Puesto que ttqfdi ^ f, ^ ecuación (/) queda 

= 6 



[/) 


L W + B 


d$q 


<t _ 


- 0 


Por lenm 

En i = 0, a = y así B 


(J) 

(j) 

{*) 


dt* LC 

<r(í) = A sen y 1/LC t -5- B coa 1 /BC ¿ 
q-j. En i = 0. q = i = 1> y por lanto A — 0. Entonces 

q[t) = q c eos Vl/LC t = coa a n t (J) 

donde c¿ n — l/\í r ,C es k Frccucncja natural del sistema. 

Coro purismos circttim cltítrkC 1 con jii Sistema siüipte masa-rtsunT de >js st>l¡j g.rady éc Líber, ad, coma d quí se 
muestra en !u ñjcarj Ls ecuación de movimiento de este sisiema mtcj.nicu es 

d?x 


< Ti¬ 


tán ~ 0 


cuya salüctón CJ j{í) =¡ eos \ ! kím i - ^ t¡«u n f 

dende .tu el desplc-umrento inicial de Ja masa n? i partir de la posición de equil brio estdríco. 

Por consi^uiéílte les des sistemas ser, EniJofOS. con L correspondiendo a m, qnx. í/Cn i yi 

u n = l/\ f LC a cu,, — ‘i/it/m. 
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3h En la figura 7-3 (íf) se muestra un sistema masa-resorte de dos grados de libertad Ulilt 7 .ar las ana- 
loeias icnst¿n-fuer 2 a y cor ríeme-fuerza para establecer los ¿trcuiios eléctricos equivalentes a e.ne 
sistema. 


1 ! 

[CAP, ? 




bu» efliaciiítiíd de friOviírtiww, dftífin por Ef ™ ma, un 

tf 3 *! <í:r, 

i- h é b )í| 


alta:., 


rií 

ííjt 


dx a 

"3T 


— jfe 2 5t 2 = /{í) 


rfl. 


« x-j Li-ZT-K UJr | 

- ~J¿T H ‘ e -a“ _ + - c *~ár - k 2¡*i = 0 


CA 

4. 


I 

I 


I )[i|[ian<W ln UílüiOGÍU ’.ínKicr.-furrra dííc se tte cr; te rabia ■-1 te? ecuagiofies elégtnííS ñüáíOGaí son 

A '' R - ^ ¿JjT t{ dí “ J ^ *' “ flCW 

di* y ¿ T i f 

^i^¡- + -fijía + ^-J H di ~ R iH ~ £T J ¡(di = 0 

y d drcuito eSám iritis unálo&n es el qnt: ü muid ira en te fijturu "-JCAy. 

Utilizan ¿o La ¡malcría «jítícoí e-herza que a« rnoefirs sn la tabla 7 -L las ecuaciones elértrita.-. málagas «jti 



y o. girarte: cícctfivJ unilngn » ej que se en te ÍIíutá 7-3<í'). 
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4, 


h"n la ítgtlra 7-Ma) se muestra un 5 i ¿tema sin pie de momento torsional con amortiguamiento, Uti¬ 
lizan do la analogía ícnsíftn-momento torsiona!, dibujar el diagrama de los términos eléctricos aná¬ 
logos si los de este sí^L cnrts. 


r.;n 



Lüi ccuücirir;» diferciidaEcs ce movi miento son 


L[ L; 



Fi*.7-4 


J 1 b\ -f — = T{t) 

J,¿ fl"; I- IjJm -|- Üffffj- — fi^'l - ü 

Héi ticte ff i y *un le* desplflísmicnra} anguines de les rotores y i y/ j. raspéese límeme, y ? d íloccíícienurde Amar- 
dgoa miento. 

La analogía tcnsLftn-rn&mtnw torsiocia! a nao cuc/isIAn de- En analogía Lcnstéa-ftierzfl. que se puede hacer desdo n 
que hay una comp sri inalofia entre sistema» line-il y reíadona] Remplazando la fuerza sor e! morral•. lorsional 
el ¡Sc*pla.’.i.r.icntO hr.ee-.. pc-r .. ar.au la:, y sbcsaivaEndnLe. Uh ccí«í. inte- dí I..- tírminas una .oos s lo-; 

del iísLcrrra de momento lOf>..";i;ll ion 

dz! 1 C 

Li Jt + c J 

L t Íg + ffi'í + - f fu - tj) dí “ 0 

y el corifispoajflLeate diagrama de it; miaos eitarieas málagas es el que se muestra cu la figura 


5. L.'n s i eterna mecánico está representado por las jiguiente? ecuaciones; 

A í'i + Rdi ™ D $i — E 72 — 0 

ít @2 + A dtíz — e — 0 

Díierniinaf el circuito de los términos análogos a las del sistema dado, 

Lii eciíieioaes de nov¡miento nadis, lambicft pueden escribirse .urniv 

A‘í, + /?í ; t D$i ~ B?#' 3 

a "? 3 +■ -+- — ff f | C-i 

La¿ coiíeipijr-dienies es-uaciprués elcotricis análogas son 


L ¿í 
Ll rf7 

- R t i 

+ ¿;J 

| ¿di 

= nt) 

0) 

c ÍS 

L ’ ¿ dt 

+ JL 
íi, 


vdt 

= \(t) 



Le. ecuacita íi> so obtiene -j trizando la ana logia tensJín-t'uerza y la {* de .¿aaaligk corriente-l'uena.. 

Eít la figura 7A(d) se inuesifaci las redes cifretricas correspondientes u Iü> «upcmn» (ii y (■/], las guales se pueden 
-«unir en i tía sois malla, como se nueoTra en la ípta 


Lr 


+ 

“ í! 0 


WÍV-- 1 
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6, Utilizando las analogías íensióii-fuerza } corrí eme-fuerza. dibujar los términos eléctricos análogas 
a las dd sistema mecánico que se muestra en ta figura 7 -ó(ü) y de ellas üeduor lis ecuaciones 
dikreuciísks tic movi tu ionio. 



Fijr. É-lí(«> 

tos circailüíi décifíeo.- eiiuiulenws -c d un xti L- ng-.¡ra> 7-6Ü0 y “ (5<c). 



An; l( i!¡ j í:. t:nw\!i-. : „;m 
l’ig. W) 


Aflilúgia cGrnicti Lc/ue:ai 
Flií,7-G(e) 


t J OJ ruma lfl$ ceLSCtúrtet díl't-rcnc'aÉH de TriotírnLtfn'u san 

trí j?j - í|j*| - frjjf. 4 ífíiTj. — í*;*) + ü(í , — lo fj te) 
tkjSEt • C;in k 2 z* - A;(¡Tt — I s ) 4 ú{¿ 3 -£¡.) = F z (l) 


7. Estudiar el coitiportamteni¿> dd sistema que se muestra ca Ea figura 7'7(a) por medio de sus 
■ 'términos eléctricos análogos. Los deriientos mecánicos son: k — 50 lb/pul, c — 0J Ib-scg/pui. 
m = ü.05 Ib-seg j /jmíL Fu - 5 lh y u — 10 rad/seg. Se dispone de una inducía acia L Le 0,1 
henrias y tinu rúente de tendón alterna, de frecuencia lOC rad/seg. 


,T> 


JE 

■rti 


k\ 


-h 


I 




fCÜS ui 



1 /te 


(al 


O ta. figura 7 -7(é> st üiUéíirJn tes jér-n icios ele carlee > análogos 7 lo? ce. =• iren-s mecánico, can. hasfi en i dr-üiaeia 
tensión'íiiCíza. 
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De; aTilisU crmtíüLonal tésenlos las siguiente relaciones entre- el siseas ticcíituco y sl ¿is-.íT.a c3¿ctrico análogo 


U\ f Vl/k - 

*</lc 

Uí 

c-, Aíti = 

ti?CfL 

el) 

Ffkx = 

tC/if 

U) 


1Tíi?:¡ rdo {/) nhlenínios 
Dg (í) t 
y iíc üi. 


IQ\ í HJÍEEq = looV'|>-1 C o c = lüü inLcrofáradiQá 

Mn i = 0 ,W{SQ) ( 0,05) = Í00íl0)-' í ff s /0 t l o JE = 2 oT™ios 


Ffkx = B/Gftr - nC/q ú x- W.l/vKí/C) 
dori-je >• e> La tensión impresa. Altura tien. la cstp-rsni^ei <k * se pntrt; c¿Lr.bii 


tiuitslc v e i* la caída tic tíiiutln en ¿I condensadw C. 

F* cIkcit q[lie los déSplazuimentoj de ras musa* del ¡sistema inccánrco considerado se puedo tibíen er ruáííuiLiva 
y euamitattvameme nHfcitito las caídas de turasen -en |iu ecrrespotidtcrales ccndcnsaüurea. Por contifubnte íb puede 
esiedinr eonveEilente y íuidmluKatttefltt el «Hitportramíermi de un aisíemo ticcjír’cq complejo por medie de i-u* téi-minn* 
eláctíícos análogos, 'os cuales son barí ios. fáciles de cambLir y fáciles dtc obtener. 


8. Hn Id fígurii ~-S{a\ se muestra un sistema miisa*r«orie de ires grado? de libertad. Utilizar la 
una logia teaáLÓn-foerza pmü obtener la red do los términos eléctricos análogos. 




LS£ eciiáctcr.cs ditercoaajei de moví riten Lo suc 

líl/se, i t 1 a; 1 + Je 2 {aj| — Jej + ¿jí 3 ! — — /'!. f 1 

í«¿y 5 + tjíCTi — + císéí — ¿a) as o 

- tf C*í''*ó) 

Uiil ¡¿anuló la ajiBlsgla, lemiért-EycTía obtenemos las «uacwnei eléctricas análogas 

4 § -bj s ' d ’ + k$ «>-«* * if ,i ‘' Í3)¿í = ftt) 

¿2177+ • ~ ( í/in — t'l) dt = 0 

mh - k) + ¿J íís“íiUf - & 

y Li correspondicEte red He lérnuniü eléctricos análogas es la que f-í eii |a ligiirn. 
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L tí tizando La analogía tensión-fuerza, establecer eJ circuito eléctrico análogo al sistema vibratorio 
U>rviünaJ que muestra en la figura 7^1^). 




Las ecuEdonií dificreiidaicB tic movimiento .wn 

- + Kjíft • d¿) = T epswt 


J¿6¿ I ifeíj I /i i fíj — 4 - K^ii a — ¡i y) =: D 

7j í a +■ + Jffii’ía — do) — 0 

donde tai é ion !us ild^plaz^migAEOs fl.íig.ulíLriei de ios «Horca,. Iju Jo* cocrcjcuies da umurtijíLuirnlenio, lu K lojj cmíI’- 
CLCNItS CC- rifid¡í¿ lOriíoQul y T eos uí C¡ cio^iSnto ■orsrnnal aplicado 

L’ü.iZOnao la in¿ijü*iij te as i ófl’fuerza uktejicmüs las ecuac: [ines el-íctrsCÉld asile os 

rfi] „ l f 

— -^i-e + | íh ~ = i'cos«£ 

+ + ¿~ JT J (^¡“iaJrft = 0 

£■3 ¿T + + fr \ fij — ijl d-l - o 

y d correspondiente circuito decir:*» análogo ES d úus se muestra en la figura 1 ‘9(h< 



' 


CAP. 7 

i [ r De 
¿1 


12. D 

Cl 


Problemas propuestos 

10. Utilizando la jüalnsfa tendón-fue rasi P dibujar e| lÉstema eléctrico aníloje til üiííemi ffiéeinioo que a$ irm««a en Iñ 
figura 7 ’Jií y di él deduci; la ecuador, diferenaa] '53 movijí siento. 



Rap 


R c 

aai 

■ 

V V 1 <(Ti 1 

L 

- lOOO^— 



?j! + e(i s — x,_t + jtfjrn — s,j = 0 

tf*¿ — * 4 ) + *í*i - *s) - 0 
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U- Demostrar cjue los circuitos eréctrigos que fe muestran etl E¡1 Éijurá 7-M «in an¿ln¡*n5 entre s¡, asf cúmp también lo ion 
al sistema mecánica dado. 



C. 




12 . Demostrar que h> sip.tema .1 dírtrieps que se muestran en las ti£ura$. 7-12(fr)’ y 7-lí(c)| Sun equivalente ai sil Lema me- 
einigtí i!e la lieitri 7-I2(ff). 



L l L 7 



lA, Demostrar que íoi sistemas dcCEtkos que se muestran en las figuras T*'Sy MJ(r) sofl. etjuivatcíiteí il f'Kmi mr- 
cárneo de 3a figura 7-1 



(a) 



'M 


R 




Fip. 7-13 
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TOg^ 8 l u ráM et 


I 

CA P 7 


U, Dernostít, qire el listera a eléctrico que se muestra íh la %uru f-14 1 _■+> « equivalente z sisir-na mecánico rif b íijiur 



A sen 


Fijr. 7 -U 



—c. 


R 

J 

-- 

-WyWv- : 





+ 


pc 2 


íé 



- — 



í ¿) 


se IRUbtrü ti : lu 

IÉ¿urz 7-lite). 



Res? \e»sr (a Apura 




Ift. En visdüetasticfriarl M representa d ePmpurLamieni <y de algunos m-flSSÑflT'íS jH>f medió -def fno$c |q de 
Vc-LSt. que iú cnuSí-Lra er. La Líití 1 -1 r; Un ZAfttk' la Lí£ltlL’£k _u mente-tuerza. Jjbyi: e.. sislc- 
íflíi clíctíiCQ jiiíiliJS'-? u ÜJ repreSCUta-dón del "fiodcig <k Vgi¿(. 

Rlip. 


S 


R 


R 


m 



17, La [iiurü 7-| /u) muesifí «I L'keülia eléctrico del rnotis. < de Masítcll, cl¿ representa d compurLa- 
tnisfita de un MHtdp. Díbujat te representación me? 4 níc 3 e quíntenlo. 

Resp Véase te li^íirs 7-¡7(¿ü, 


r¡jf r 7 A ti 
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is 


2 ¿ 2 fjS 22 * “ “ * " ,Ufa IS «* »" «ndcnaíor c y u „« rtiBwnrill * 

g* ™ w* «, m ftMK de ttM ¡ta riin, ^-e.„ „¡. Emnmrar n LiJS g*Í‘ 

Crntamr D» NquHttt de kH «Ni*» («„««,| 0 , «udwwi,, 4el siac™ ,uc « mu»,,. en K ¿,* 7 .^ íW> 

flerp. (íí) = ¡'"“l'IAm \'l/LC - {RKLi-t + B coe \Í\ÍLC - (H/Í¿)at¡ + X) sen W - 

ffo/L „ , 

- 7.. — d - tan-i_ 


v'i 


donde 


\¡[ULC - ÜS]s ™ (J? a /¿>Z 1 


(1/LC - «2J 




F|> ims «1 


Fifi. 7-1^ 


J&s Utilfeftí «I aniliiti til me mí «a I para dedíreir lar Hpitenus cantidades «dimensfondiH, las cuites rcJadonan s lernas 
mtiartteoi con su¿ corTcspcmcicnres silesias dé-mi coi análucos: 


«Vm/£ = u = yLC r <■*/*« = J^C/L, F'/í-jí = „c/ fl 


Los dementes mecánicos del sisrema que se muestra en ís figura 7.20 san: í - 300 ¡b/pu: Ff r - ]Q ;-. * ^ .„ rj o. 

I i' •*ir í ía ú e n rilln im. ü i . . 1 ..» . i n a ■ -é a r 


Ib-íís/pul. Si í* mlllii pim ¡fiditetnwáa L - OjQJ henrio» y las frtmiendsí cJéoricas son 100 veces tas Vrecuendas 
mecánics-. ¿CU¿I será el valor de los tremas elementos de| drcüilo elíclricn eqtrfvíi feílLd? 

Res?. ( = 0Jé(]0}-á faradios. R = 0J? ohmiu 




IV 


Fíg. T4Q 



21. Determina? lus demente* dd circuito déutricg equivalente s sistema mecánico- que se muesrrs en ia fi-mr 
iHintte Ja snabiía tendón-lUrna. Los domemos mecánicos son.; ¿ i = mj ib/puJ; Jh = lúe ib/put; c = o, 


w i = 10 Ib 
dios. 

Rap 


,- 10 Eb y u = 30 md/seg, Algunos de |o-s clernemos cicctricoi son: 
Cj - -¡. faradio* y « e = ÍOOlj. F. ulls a^túa San tu sobre B'i coma juvljrc IP-V 

Lt ~ 0,2{j, L$ — q. 13 henriya 
R — 100 ohmios 
*3 “ *cjv. *1 = (PC 


ra 7 . 21 , -Jtil;- 
¡ [fc-seg/puI j. 
■ IT'-' 5 fjra- 
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